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RESUMO
E s t e  t r a b a l h o  é d i v i d i d o  em q u a t r o  p a r t e s  d i s t i n t a s :  a 
f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a  e o f o r m a l i s m o  do M é t o d o  da F u n ç ã o  de G r e e n  
L o cal M o d i f i c a d o  (MLGFM); o e s t u d o  de p r o b l e m a s  de p o t e n c i a i s ;  da 
e 1 a s t o e s t á t ica e d a  p l a c a  de M i n d l i n .
A f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a  e o f o r m a l i s m o  do M L G F M  são 
o b t i d o s  c o m  u s o  de r e l a ç õ e s  de r e c i p r o c i d a d e  g e n e r a l i z a d a s  e e s ­
t a b e l e c e n d o  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  do tipo C a u c h y  p a r a  d e t e r m i n a r  
u m a  F u n ç ã o  de G r e e n  p a r a  o p r o b l e m a .  0 p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  p a r a  
impor e s t a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  o p r o b l e m a  a d j u n t o  é m o s ­
t r a d o  c o m  d e t a l h e s ,  j u n t a m e n t e  c o m  a i n t e r p r e t a ç ã o  f í s i c a  das 
h i p ó t e s e s  a d o t a d a s .  F i n a l m e n t e ,  u s a n d o  t é c n i c a s  r e s i d u a i s ,  todas 
as m a t r i z e s  r e s u l t a n t e s  das d i s c r e t izações do d o m í n i o  e / o u  c o n ­
t o r n o  são c a l c u l a d a s  s e m  o c o n h e c i m e n t o  e x p l í c i t o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  e, d e v i d o  a e s t e  fato, o M L G F M  pode a m p l i a r  b a s t a n t e  o c a m ­
po de a p l i c a ç õ e s  do M é t o d o  de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o .
E m  s e g u i d a ,  o M L G F M  é a p l i c a d o  c o m  m u i t o  suc e s s o ,  m e s ­
mo  c o m  m a l h a s  e x t r e m a m e n t e  g r o s s e i r a s ,  p a r a  r e s o l v e r  d i v e r s o s  
p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l .  A s u p e r c o n v e r g ê n c i a  dos v a l o r e s  n o d a i s  
( p o t e n c i a l  e fluxo) é n o t ó r i a  p a r a  todas as a p l i c a ç õ e s  e, m e s m o  
p a r a  p r o b l e m a s  s i n g u l a r e s ,  a r e p r e s e n t a ç ã o  do f luxo ao r edor da 
s i n g u l a r i d a d e  é m u i t o  boa. D e s t a c a m - s e  as a p l i c a ç õ e s  para: p r o ­
b l e m a s  a x i s s i m é t r i c o s , t r i d i m e n s i o n a i s ,  s i n g u l a r e s  e c o m  p r o p r i e ­
d a d e s  f í s i c a s  não h o m o g ê n e a s .  T a x a s  de c o n v e r g ê n c i a  e x p e r i m e n t a i s  
p a r a  as v e r s õ e s  A e fi r e v e l a m  b o a  p r o x i m i d a d e  com as do M é t o d o  de 
E l e m e n t o s  F i n i t o s  (FEM) p a r a  a n o r m a  da e n e r g i a  do erro.
P r o b l e m a s  da  E 1 a s t o e s t á t i c a  são r e s o l v i d o s  p e l a  p r i ­
m e i r a  vez c o m  o M L G F M  e a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal de d e s l o c a m e n ­
tos e e s f o r ç o s  t a m b é m  é m a r c a n t e  pa r a  os e l e m e n t o s  de o r d e m  m a i o r  
ou igual a dois. M e s m o  com m a l h a s  g r o s s e i r a s ,  a c o n c e n t r a ç ã o  de 
t e n s õ e s  é p e r f e i t a m e n t e  c a p t a d a  e a c o m p a r a ç ã o  de r e s u l t a d o s  com 
o F E M  m o s t r a - s e  f a v o r á v e l  ao MLGFM. N o v a m e n t e ,  p r o b l e m a s  s i n g u l a ­
res ( f r a t u r a  e l á s t i c a  ) são e s t u d a d o s  e o fator de i n t e n s i d a d e  
de t e n s õ e s  é o b t i d o  c o m  boa p r e c i s ã o .  O u t r o  fato e s t u d a d o  é a 
s e n s i b i l i d a d e  dos e l e m e n t o s  com r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  e os r e s u l t a ­
dos a p o n t a m  os e l e m e n t o s  de o r d e m  s u p e r i o r  co m o  os m e n o s  
s e n s í v e i s .
F i n a l m e n t e ,  a ú l t i m a  e t a p a  d e s t e  t r a b a l h o  é d e s t i n a d a  
ao e s t u d o  d a  p l a c a  de M i n d l i n  c o m  o MLGFM. M e s m o  u s a n d o  e l e m e n t o s  
f i n i t o s  c o m  f o r m u l a ç ã o  de d e s l o c a m e n t o  p a r a  a p r o x i m a r  as 
p r o j e ç õ e s  d a  F u n ç ã o  de Green, o f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  não foi 
v e r i f i c a d o  p a r a  n e n h u m  dos e l e m e n t o s .  A s e n s i b i l i d a d e  c o m  r e l a ç ã o  
à d i s t o r s ã o  dos e l e m e n t o s  é b a s t a n t e  i n v e s t i g a d a  e, p a r a  d e s l o c a ­
me n t o s ,  t o d o s  os e l e m e n t o s  a p r e s e n t a m  b o n s  r e s u l t a d o s .  P a r a  e s ­
f o r ç o s  (c i s a l h a m e n t o  e m o m e n t o ) ,  e l e m e n t o s  de o r d e m  s u p e r i o r  são 
m e n o s  s e n s í v e i s  à d i s t o r ç ã o .  C a r a c t e r í s t i c a s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a  
n o d a l  de d e s l o c a m e n t o s  e e s f o r ç o s  t a m b é m  e s t ã o  p r e s e n t e s  e as 
c o m p a r a ç õ e s  c o m  e l e m e n t o s  f i n i t o s  m o s t r a m - s e  b a s t a n t e  f a v o r á v e i s  
ao MLGFM.
ABSTRACT
T h i s  w o r k  can be p a r t i t i o n e d  in four d i s t i n c t  parts: 
the M o d i f i e d  L o c a l  G r e e n ’s F u n c t i o n  M e t h o d  (MLGFM) m a t h e m a t i c a l  
f o r m u l a t i o n  a n d  f o r m a l i s m ,  the M L G F M  a p p l i c a t i o n s  for p o t e n t i a l ,  
e l a s t o e s t a t i c s  a n d  M i n d l i n’s p l a t e  p r o b l e m s .
T h e  M L G F M  m a t e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  and f o r m a l i s m  are 
o b t a i n e d  f r o m  g e n e r a l i z e d  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s h i p s  and a d d i ­
tional C a u c h y  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  are u s e d  for e s t i m a t i n g  the 
G r e e n ’s F u n c t i o n  of the a d j o i n t  pr o b l e m .  D e t a i l e d  d i s c u s s i o n  and 
p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  of these a d d i t i o n a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
are i n c l u d e d .  F i n a l l y ,  w i t h  r e s i d u a l  t e c n i q u e s ,  the m a t r i c e s  
(after d i s c r e t i z a t i o n )  are c a l c u l a t e d  w i t h o u t  the G r e e n ’s 
F u n c t i o n  e x p l i c i t  k n o w l e d g m e n t  and, due to this fact, the M L G F M  
e x t e n d  the B o u n d a r y  E l e m e n t  M e t h o d  (BEM) a p p l i c a t i o n s .
Here, the first M L G F M  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  are p o ­
t e n t i a l  p r o b l e m  a n a l i s y s .  V e r y  c o a r s e  m e s h e s  are u s e d  w i t h  
s u c c e s s  to s o l v e  s e v e r a l  p r o b l e m s .  The nodal s u p e r c o n v e r g e n c e  
( p o t e n t i a l  and flux) are e v i d e n t  in e v e r y  a p p l i c a t i o n  and, even 
for s i n g u l a r  p r o b l e m s ,  the flux r e p r e s e n t a t i o n  ne a r  the s i n g u l a ­
r i t y  are v e r y  c l o s e d  to the c o r r e c t  one. The most s i g n i f i c a n t  
a p p l i c a t i o n s  are: a x i s s y m e t r i c , t r i d i m e n s i o n a l ,  s i n g u l a r  and v a ­
r i a b l e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  p r o b l e m s .  E x p e r i m e n t a l  r ates of c o n ­
v e r g e n c e  (Vt and -p.) in the r e l a t i v e  e r r o r  n o r m  are c a l c u l a t e d  for 
the MLGFM.
T h e  first e l a s t o s t a t i c  p r o b l e m s  s o l u t i o n  w i t h  the 
M L G F M  are p r e s e n t e d  and c a r a c t e r i z e d  by nodal d i s p l a c e m e n t  and 
f o r c e  s u p e r c o n v e r g e n c e  for all e l e m e n t s .  E v e n  w i t h  c o a r s e  m e s h e s  
the s t r e s s  c o n c e n t r a t i o n  are p e r f e c t l y  r e p r e s e n t e d  by " s m o o t h "  
s o l u t i o n s .  S i n g u l a r  p r o b l e m s  ( e l a s t i c  f r a c t u r e )  are m o d e l e d  w i t h  
the M L G F M  and the r e s u l t s  for the s t r e s s  i n t e n s i t y  factor, Ki, 
are o b t a i n e d  w i t h  g o o d  p r e c i s i o n .  The h i g h e r  o r d e r  e l e m e n t s  are 
less s e n s i t i v e  to m e s h  d i s t o r t i o n .
T h e  M i n d l i n’s p l a t e  p r o b l e m  is the last topic of this 
work. E v e n  w i t h  f i n i t e  e l e m e n t s  (used to e s t i m a t e  the Local 
G r e e n ’s F u n c t i o n  p r o j e c t i o n s )  b a s e d  on d i s p l a c e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  
the l o c k i n g  p h e n o m e n o n  is ab s e n t  in all e l e m e n t s .  T h e  m e s h  d i s ­
t o r t i o n  s e n s i t i v i t y  is i n v e s t i g a t e d  and, for d i s p l a c e m e n t ,  all
e l e m e n t s  p r e s e n t s  g o o d  r esults. As far as forces are con c e r n e d ,  
m o m e n t s  a n d  shear, the h i g h e r  o r d e r  e l e m e n t s  are less s e n s i t i v e  
to m e s h  d i s t o r t i o n  and the n o dal s u p e r c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  
are v e r i f i e d .
1CAPITULO 1 
INTRODUÇÃO.
1 . l - O R I G E N S  D O  M É T O D O  D A  F U N Ç A O  D E  G R E E N  L O C A L  M O D I F I C A D O  (M L G F M )
O M é t o d o  da F u n ç ã o  de G r e e n  L o cal M o d i f i c a d o ,  MLGFM, 
s u r g i u  no final da d é c a d a  de 80, c o m  a t é c n i c a  u t i l i z a d a  por Ba r -  
c e l l o s  & Silva, 1987; e Silva, 1988; de a p r o x i m a r  a F u n ç ã o  de 
G r e e n  l o c a l m e n t e  u s a n d o  o M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i n i t o s ,  (FEM), c o ­
mo m é t o d o  r e s i d u a l  p a r a  c á l c u l o  d e s s a  função. Os t r a b a l h o s  a n t e ­
r i o r e s  de Bu r n s ,  1975, Horak, 1980, D o r n i n g ,  1981, e H o r a k  & 
D o r n i n g ,  1981, c o m  o M é t o d o  d a  F u n ç ã o  de G r e e n  Local u t i l i z a m  in­
t e g r a ç ã o  d i r e c i o n a l  d e s a c o p l a d a  p a r a  o b t e r  uma a p r o x i m a ç ã o  da 
F u n ç ã o  de G r e e n  local, c o m p r o m e t e n d o  o r e s u l t a d o  final da 
a n á 1 i s e .
A atual c o n c e p ç ã o  do M L G F M  é a de e x p l o r a r  as p r i n c i ­
pais v a n t a g e n s  de três o u t r a s  t é c n i c a s :  o M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i ­
nitos, dos E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  e da F u n ç ã o  de Green.
De p o s s e  do o p e r a d o r  a d j u n t o  do p r o b l e m a ,  o M é t o d o  de 
E l e m e n t o s  F i n i t o s  é u t i l i z a d o  c o m  o o b j e t i v o  de o b t e r  v a l o r e s  no- 
d a i s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  na ba s e  do e s p a ç o  de ele- 
m e n t o s  f i n i t o s  (base do d o m í n i o  e c o n t o r n o ) .  E s t a  é u m a  das e t a ­
pas f u n d a m e n t a i s  do MLGFM, pois p e r m i t e  o c á l c u l o  a p r o x i m a d o  da 
F u n ç ã o  de G r e e n  s o m e n t e  c o m  o c o n h e c i m e n t o  do o p e r a d o r  a d j u n t o  do
2p r o b l e m a .
A p ó s  d e t e r m i n a r  as p r o j e ç õ e s  da  F u n ç ã o  de Green, o 
M é t o d o  dos E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  de G a l e r k i n ,  G a l e r k i n - B E M ,  é 
u t i l i z a d o  p a r a  r e s o l v e r  o p r o b l e m a  no c o n t o r n o .  V a l e  a p e n a  r e s ­
s a l t a r  que t o d a s  as i n t e g r a i s  o r i u n d a s  da d i s c r e t i z a ç ã o  do 
d o m í n i o / c o n t o r n o  são s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r e s ,  p e r m i t i n d o  i n t e ­
g r a ç õ e s  n u m é r i c a s  c o m  p r o c e s s o s  c o n v e n c i o n a i s .
1 .2 - O B J E T I V O S
O c o n t e ú d o  d e s t e  t r a b a l h o  é d i v i d i d o  e m  4 p a r t e s  d i s ­
tintas: o f o r m a l i s m o  m a t e m á t i c o  do m é t o d o ,  o d e s e n v o l v i m e n t o  e 
a p l i c a ç ã o  do m é t o d o  p a r a  p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  p r o b l e m a s  da 
e l a s t i c i d a d e  b i d i m e n s i o n a l  e a n á l i s e  de p l a c a s  c o m  t e o r i a s  de 
p r i m e i r a  ordem.
1 . 2 . 1 . - F o r m a l i s m o  M a t e m á t i c o  do MLGFM.
No  C a p . 2  a f o r m u l a ç ã o  a b s t r a t a  do M L G F M  é t r a t a d a  com 
d e t a l h e s ,  p a r t i n d o  de u m a  r e l a ç ã o  de r e c i p r o c i d a d e  g e n é r i c a  e 
m o s t r a n d o  que e s t a  n o v a  t é c n i c a  n u m é r i c a  po d e  ser e n t e n d i d a  como 
s e n d o  u m a  e x t e n s ã o  do G a l e r k i n - B E M .
São d i s c u t i d a s  as c o n d i ç õ e s  de e x i s t ê n c i a  e u n i c i d a d e  
da s o l u ç ã o  e todo o f o r m a l i s m o  p a r a  i m p l e m e n t a ç ã o  n u m é r i c a .  E s p e ­
cial ê n f a s e  é d a d a  p a r a  a i n t e r p r e t a ç ã o  f í s i c a  de ca d a  u m  dos 
p r o b l e m a s  que s u r g e m  no d e s e n v o l v i m e n t o  do método.
1 . 2 . 2 - P r o b 1 emas de P o t e n c i a l .
Os p r o b l e m a s  de p o t e n c i a i s  p o d e m  ser c i t a d o s  t a m b é m  
co m o  m a r c o  inicial do s u r g i m e n t o  do MLGFM. B a r c e l l o s  & Silva, 
1987, r e s o l v e r a m  c o m  e f i c i ê n c i a  o p r o b l e m a  de m e m b r a n a s  e l á s t i c a s  
com o M L G F M  u s a n d o  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  de 8 nós p a r a  as a p r o ­
x i m a ç õ e s  de d o m í n i o  c o m  o F E M . ó t i m o s  r e s u l t a d o s  de p o t e n c i a l  e 
f l u x o  f o r a m  o b s e r v a d o s  com m a l h a s  g r o s s e i r a s .  É e s t e  fato, j u n t a ­
m e n t e  c o m  a p o s s i b i l i d a d e  de a p r o x i m a r  a F u n ç ã o  de G r e e n  p a r a  s i ­
t u a ç õ e s  on d e  u m a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  não é c o n h e c i d a ,  que m o t i v a ­
3r a m  o d e s e n v o l v i m e n t o  d e s t e  trabalho.
No  C a p . 3  é m o s t r a d o  c o m  d e t a l h e s  a f o r m u l a ç ã o  do 
M L G F M  p a r a  p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l .  São d e s e n v o l v i d o s  d i v e r s o s  t i ­
pos de e l e m e n t o s  c o m  o o b j e t i v o  de t e s t a r  a q u a l i d a d e  de c a d a  um 
d e l e s  e v e r i f i c a r  e x p e r i m e n t a l m e n t e  a ta x a  de c o n v e r g ê n c i a  -p, p a r a  
o MLGFM.
C o m  r e l a ç ã o  às t a xas de c o n v e r g ê n c i a  (A e fi), é n a t u ­
ral a c o m p a r a ç ã o  c o m  o FEM, d e v i d o  ao c a r a t e r  das a p r o x i m a ç õ e s  da 
F u n ç ã o  de G r e e n .  E m  se t r a t a n t o  do e r r o  m e d i d o  n a  n o r m a  da e n e r ­
gia, as s o l u ç õ e s  v i a  M L G F M  a p a r e n t e m e n t e  a p r e s e n t a m  taxas de c o n ­
v e r g ê n c i a  4  b e m  s e m e l h a n t e s  às do FEM, p o r é m  c o m  s u p e r c o n v e r g ê n -  
cia de r e s u l t a d o s  p a r a  e l e m e n t o s  de o r d e m  m a i o r  ou igual a 2. C a ­
r a c t e r í s t i c a s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a  p o n t u a l ,  tanto p a r a  p o t e n c i a l  
co m o  p a r a  fluxo, são o b s e r v a d a s .  N a  m e d i d a  e m  que o g r a u  do p o l i ­
n ó m i o  a p r o x i m a d o r  ( e l e m e n t o  finito) é ele v a d o ,  e x c e p c i o n a i s  v a l o ­
res p o n t u a i s  são o b t i d o s .
O u t r a s  a p l i c a ç õ e s  i n t e r e s s a n t e s ,  e s t u d a d a s  no Cap.3, 
são os p r o b l e m a s  de m a t e r i a i s  não h o m o g ê n e o s  com c a r a c t e r í s t i c a s  
do m e i o  f í s i c o  v a r i á v e i s ,  p r o b l e m a s  s i n g u l a r e s ,  a x i s s i m é t r i c o s  e 
t r i d i m e n s i o n a i s .  P a r a  os p r o b l e m a s  não h o m o g ê n e o s ,  on d e  n ã o  e x i s ­
tem s o l u ç õ e s  f u n d a m e n t a i s ,  a a p r o x i m a ç ã o  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  
de G r e e n  é f a c i l m e n t e  r e a l i z a d a  c o m  o FEM, sem c o m p r o m e t i m e n t o  
das c a r a c t e r í s t i c a s  de c o n v e r g ê n c i a  do método.
Os p r o b l e m a s  s i n g u l a r e s  t a m b é m  são e s t u d a d o s  c o m  d e t a ­
lhes. As c a r a c t e r í s t i c a s  de o s c i l a ç ã o  do f l uxo p e r t o  da s i n g u l a ­
r i d a d e  t a m b é m  são o b s e r v a d a s  c o m  o M L G F M  e a t é c n i c a  de isolar a 
s i n g u l a r i d a d e  p r o p o s t a  por Szabo, 1986, e B a b u s k a  & Guo, 1988, é 
e m p r e g a d a  c o m  m u i t a  e f i c i ê n c i a .  Ó t i m o s  r e s u l t a d o s  p o n t u a i s  de 
f l uxo e p o t e n c i a l  t a m b é m  são o b t i d o s ,  m e s m o  m u i t o  p e r t o  da s i n g u ­
lar i d a d e  .
1 . 2 . 3 - E l a s t i c i d a d e  B i d i m e n s i o n a l  e P r o b l e m a s  A x i s s i m é t r i c o s .
E s t a  é a p r i m e i r a  a p l i c a ç ã o  do M L G F M  p a r a  p r o b l e m a s  da 
E l a s t i c i d a d e  B i d i m e n s i o n a  1/ A x i s s i m é t r i c a . D e v i d o  a este fato, 
e l e m e n t o s  lineares, q u a d r á t i c o s  e c ú b i c o s  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  com 
o b j e t i v o  de v e r i f i c a r  a c o n v e r g ê n c i a  do m é t o d o  e s e l e c i o n a r  os
4m e l h o r e s  e l e m e n t o s .
São r e s o l v i d o s  p r o b l e m a s  de E s t a d o  P l a n o  de T e n s õ e s ,  
D e f o r m a ç õ e s  e A x i s s i m é t r i cos c o m  e x c e l e n t e s  r e s u l t a d o s .  De m a n e i ­
ra g e n é r i c a ,  o a u m e n t o  da o r d e m  do p o l i n ó m i o  do e l e m e n t o  p r o v o c a  
u m a  m e l h o r i a  a c e n t u a d a  nos r e s u l t a d o s .
M e s m o  c o m  m a l h a s  g r o s s e i r a s ,  a c o n c e n t r a ç ã o  de t e n sões 
é p e r f e i t a m e n t e  c a p t a d a  c o m  r e s u l t a d o s  e x t r e m a m e n t e  s a t i s f a t ó r i o s  
q u a n d o  c o m p a r a d o s  c o m  o u t r a s  t é c n i c a s  n u m é r i c a s .  O u t r o  a s p e c t o  
i n t e r e s s a n t e  a b o r d a d o  é a d e t e r m i n a ç ã o  dos f a t o r e s  de i n t e n s i d a d e  
de t e n s ã o  p a r a  p r o b l e m a s  de f r a t u r a s  e l á s t i c a s .
1 . 2 . 4 - P l a c a  de M i n d l i n .
N o v a m e n t e ,  e s t a  é a p r i m e i r a  a p l i c a ç ã o  do M L G F M  p a r a  
p r o b l e m a s  de f l e x ã o  de p l a c a s  s e m i - e s p e s s a s / e s p e s s a s . C o m o  as 
a p r o x i m a ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  são o b t i d a s  com o FEM, e x i s t i a  no 
i n í c i o  d e s t e  t r a b a l h o ,  u m a  c e r t a  e x p e c t a t i v a  c o m  r e l a ç ã o  ao 
f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  (locking) e c o m  r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  dos 
e l e m e n t o s .  O t r a v a m e n t o  n ã o  foi d e t e c t a d o  por n e n h u m  dos e l e m e n ­
tos u t i l i z a d o s  e a s e n s i b i l i d a d e  à d i s t o r s ã o  p a r a  os d e s l o c a m e n ­
tos foi b e m  p o u c o  v e r i f i c a d a  p a r a  e l e m e n t o s  de b a i x a  ordem. C o m  
r e l a ç ã o  aos e s f o r ç o s ,  f o r ç a  c o r t a n t e  e m o m e n t o s ,  a s e n s i b i l i d a d e  
à d i s t o r s ã o  dos e l e m e n t o s  é m a i s  s i g n i f i c a t i v a  e p r o n u n c i a d a  p a r a  
os e l e m e n t o s  de b a i x a  ordem. E n t r e t a n t o ,  p a r a  o e l e m e n t o  de o r d e m  
q u a t r o ,  e s t a  s e n s i b i l i d a d e  só é s i g n i f i c a t i v a  p a r a  p l a c a s  m u i t o  
finas.
M a i s  u m a  vez, a s u p e r c o n v e r g è n c i a  nodal de d e s l o c a m e n ­
to, m o m e n t o s  e e s f o r ç o s  c o r t a n t e s  é n o t ó r i a .  São e f e t u a d a s  d i v e r ­
sas c o m p a r a ç õ e s  c o m  os m a i s  m o d e r n o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  e os r e ­
s u l t a d o s  são b a s t a n t e  f a v o r á v e i s  às f o r m u l a ç õ e s  c o m  o M L G F M  e 
e l e m e n t o s  de o r d e m  s u p e r i o r .
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6CAPÍTULO 2
FORMULAÇÃO MATEMÁTICA E FORMALISMO DO
MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM).
1 . I N T R O D U Ç Ã O
O  M é t o d o  da  F u n ç ã o  de G r e e n  L o c a l  M o d i f i c a d o  (MLGFM), 
foi o r i g i n a l m e n t e  d e s e n v o l v i d o  por B a r c e l l o s  & S i l v a  (1987) e 
S i l v a  (1988), a p ó s  m o d i f i c a ç õ e s  no M é t o d o  da F u n ç ã o  de G r e e n  L o ­
cal, (LGFM), u s a d o  por H o r a k  (1980), B u r n s  (1975) e D o r n i n g  
(1981). As p r i m e i r a s  a p l i c a ç õ e s  d e s s a  n o v a  t é c n i c a  f o r a m  p a r a  s o ­
lução de p r o b l e m a s  de m e m b r a n a s ,  v i g a s  e hastes. R e c e n t e m e n t e  
B a r b i e r i  & B a r c e l l o s  ( a , b , c , 1 9 9 1 )  e B a r c e l l o s  & B a r b i e r i  (1991) 
u t i l i z a r a m  e s t e  m é t o d o  p a r a  s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l  não 
h o m o g ê n e o ,  p o t e n c i a l  s i n g u l a r ,  p o t e n c i a l  t r i d i m e n s i o n a l  e p l a c a  
de M i n d l i n ,  c o m  r e s u l t a d o s  e x t r e m a m e n t e  s a t i s f a t ó r i o s .
A c a r a c t e r í s t i c a  p r i n c i p a l  d e s s e  n o v o  m é t o d o  é r e s o l v e r  
c o m  s u c e s s o  p r o b l e m a s  l i g a d o s  à m e c â n i c a  do c o n t í n u o  c o m  o u s o  de 
v a n t a g e n s  de d o i s  o u t r o s  m é t o d o s  l a r g a m e n t e  u t i l i z a d o s :  o M é t o d o  
de E l e m e n t o s  F i n i t o s  (F E M ) e o M é t o d o  de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  
(BEM).
O  BEM, e m b o r a  s e j a  u m a  t é c n i c a  e x t r e m a m e n t e  v a n t a j o s a  
p a r a  a l g u m a s  s i t u a ç õ e s ,  tem sua u t i l i z a ç ã o  i n v i a b i l i z a d a  p a r a  
p r o b l e m a s  o n d e  u m a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  n ã o  é c o n h e c i d a  na sua 
f o rma e x p l í c i t a .  P a r a  e s t e s  p r o b l e m a s ,  B e s k o s  (1987) c i t a  como 
f u t u r o s  d e s e n v o l v i m e n t o s  n e c e s s á r i o s  p a r a  o BEM, o c á l c u l o  
n u m é r i c o  da s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  e / o u  da fu n ç ã o  de G r e e n  com
t é c n i c a s  de r e s i d u o s  p o n d e r a d o s .  M o s t r a - s e  nos itens s e g u i n t e s ,  
que é e x a t a m e n t e  e s t a  u m a  das p r o p o s i ç õ e s  do MLGFM. A a p r o x i m a ç ã o  
d a  f u n ç ã o  de G r e e n  é i n e g a v e l m e n t e  a m a i o r  c o n t r i b u i ç ã o  d e s s e  n o ­
vo m é t o d o  p a r a  o d e s e n v o l v i m e n t o  de t é c n i c a s  não c o n v e n c i o n a i s  do 
BEM.
C o m  r e l a ç ã o  ao FEM, o M L G F M  tem a v a n t a g e m  de c a l c u l a r  
c o m  p r e c i s ã o  f l u x o s  e / o u  r e a ç õ e s  no c o n t o r n o .  O u t r a  c a r a c t e r í s t i ­
ca o b s e r v a d a  por B a r b i e r i  & B a r c e l l o s  (c,1991) é a s u p e r c o n v e r g ê n  
c i a  de p o t e n c i a l  e f l u x o  m e d i d o s  n a  n o r m a  Za>. 0 e r r o  no p o t e n c i a l  
( m e d i d o  n a  n o r m a  d a  e n e r g i a )  t a m b é m  a p r e s e n t a  c a r a c t e r í s t i c a s  de 
s u p e r c o n v e r g ê n c i a  e a p a r e n t e m e n t e  p r e s e r v a  as " r a z õ e s  de 
c o n v e r g ê n c i a "  d a  v e r s ã o  A  do FEM. T é c n i c a s  a d a p t a t i v a s  (A.jfi ou 
A-fi) p o d e m  se t o r n a r  e x t r e m a m e n t e  a t r a t i v a s  c o m  u s o  do M L G F M  d e ­
v i d o  a e s t a  p r o p r i e d a d e  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a .
U m  e s q u e m a  s i m p l i f i c a d o  das p r i n c i p a i s  e t a p a s  do M L G F M  é 
v i s t o  na F i g . l ,  e m  c o m p a r a ç ã o  c o m  o u t r o s  m é t o d o s  i n t e g r a i s .  Seu 
t r a t a m e n t o  m a t e m á t i c o  e i m p l e m e n t a ç ã o  n u m é r i c a  é o c o n t e ú d o  dos 
p r ó x i m o s  t ó p i c o s  d e s t e  c a p í t u l o .
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F i g . l -  E s q u e m a  do M L G F M  x O u t r a s  T é c n i c a s  I n t egrais.
2 .0 P R O B L E M A  A B S T R A T O  D E  V A L O R  N O  C O N T O R N O
D e s i g n a - s e  por Q u m  d o m í n i o  aberto, limitado, no e s p a ç o  
lRn , c o m  c o n t o r n o  s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r  cX), i.é, u m  c o n t o r n o  que 
a d m i t e  a e x i s t ê n c i a  do v e t o r  normal em q u a s e  todos os p o n tos, ex-
8c e t o  e m  c o n j u n t o s  de m e d i d a  nula.
S e j a  u(x) u m a  f u n ç ã o  d e f i n i d a  no e s p a ç o  de H i l b e r t  
^ ( Q )  , i .é, u (x ) e . As d e r i v a d a s  n o r m a i s  de u(x) no c o n t o r ­
no 9fí(x) s e r ã o  r e p r e s e n t a d a s  por
y^uíx) = a ju ( x ) / a n J V x e 3Q, 0 £ j £ m-1 (2.1)
o n d e  n é a n o r m a l  ao c o n t o r n o  dQ no p o n t o  x. 0 o p e r a d o r  y é c o ­
n h e c i d o  c o m o  " O p e r a d o r  T r a ç o "  e é u m  m a p e a m e n t o  linear e c o n t í n u o
y : «"(Q) -> a5m "j"1/2(aQ) (2.2)
onde, s e m  p e r d a  de g e n e r a l i d a d e ,  o e x p o e n t e  "m" p o d e  a s s u m i r  v a ­
lores i n t e i r o s  ou  f r a c i o n a i s ,  O d e n  & R e d d y  (1976). U m a  o u t r a  p r o ­
p r i e d a d e  d e s s e  o p e r a d o r  é:
K e r  (yn ,y . ,y _, • • • J  ■ < ( 0 )  (2.3)U 1 c. m-1 U
o n d e  Ker(*) d e n o t a  o n ú c l e o  da c o l e ç ã o  de o p e r a d o r e s  y . Ainda, 
Ker(*) é d e n s o  no e s p a ç o  £  (Q) .
S e j a m  3£, U e dX e s p a ç o s  de H i l b e r t  tais que:
y : &  -» a »  (2.4)
s e n d o  y o " O p e r a d o r  T r a ç o " .  D i z - s e  que o e s p a ç o  tem a " p r o p r i e ­
d a d e  do t r a ç o "  se s a t i s f a z e r  as s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :
1.3? e s t i v e r  c o n t i d o  em  U, s e n d o  U de t o p o l o g i a  ma i s  f r a ­
ca que 3Í;
2 . at é d e n s o  em U , s e n d o  U u m  e s p a ç o  p i v o t a l ,  i.é:
%  c U m li’ c ar (2.5)
o n d e  U ’ e são os e s p a ç o s  d u a i s  t o p o l ó g i c o s  ( e s paço 
dos f u n c i o n a i s  c o n t í n u o s  e li n e a r e s  ) de U e Jt; e
3 . E x i s t e  o m a p e a m e n t o  y, tal que seu núcleo,3Í , se j ao
d e n s o  e m  tt, i.é:
Ker -y = c %* o
3e c U  s ü ’ c Jt ’ (2.6)o o
s e n d o  as i n c l u s õ e s  d e n s a s  e c o n t i n u a s .
C o n s i d e r e - s e  agora, a f o r m a  b i l i n e a r  c o n t í n u a  B(*,*), 
d e f i n i d a  nos e s p a ç o s  de H i l b e r t  3K e Q:
B ( u ,t ) : *  x R  V u e v e 0  (2.7)
C o m o  B(-,*) é c o n t í n u a ,  a c o n t i n u i d a d e  i m p l i c a  n a  e x i s ­
t ê n c i a  de u m  M > 0  tal que, p a r a  todo u g  3E e v g  <2:
IB (u , v ) I <; M IIu||^  llvllç (2.8)
o n d e  11*11™ e 11*11» r e p r e s e n t a m  as n o r m a s  nos e s p a ç o s  de H i l b e r t  3? aí Q.
e <3, r e s p e c t i v a m e n t e .
S e j a  u m  u g 31 fixo. Então, a f o r m a  b i l i n e a r  B(u,*) d e f i ­
ne u m  f u n c i o n a l  l i n e a r  e c o n t í n u o  siu e m  X , s e n d o  o f u n c i o n a l  li----
n e a r m e n t e  d e p e n d e n t e  da e s c o l h a  de u . E s t e  fato i m p l i c a  na
e x i s t ê n c i a  de u m  o p e r a d o r  si e £(2Í,<3 ’ ) e si* g £(Q,2t ’)a s:o o
B ( u , v )  = < síu,v > V v g Q  (2.9)VaC 0
B ( u , v )  = < si* v , u >nt V u € SE (2.10)dC 0
o n d e  <*,*>™ i n d i c a  o par dual d e f i n i d o  e m  %  x , i.é, u m a  f o r m aaí
b i l i n e a r  c o n t í n u a  x -» IR . O o p e r a d o r  si* é c o n h e c i d o  como 
" A d j u n t o  F o r m a l "  do o p e r a d o r  A. N o t e  que as e x p r e s s õ e s  (2.9) e 
(2.10) são v á l i d a s  a p e n a s  p a r a  v g  Ker(-y*) e u g  Ker(-y), r e s p e c -  
t i v a m e n t e .
P a r a  r e m o v e r  este i n c o n v e n i e n t e ,  ou seja, o b t e r  
e x p r e s s õ e s  do tipo de (2.9) e (2.10) c o m  r e s t r i ç õ e s  m a i s  b r a n d a s  
p a r a  u e v, o s e g u i n t e  teorema, O d e n  & C a r e y  (1983), é t o m a d o  c o ­
mo r e f e r ê n c i a :
1D e f  i n i ç ã o : S e n d o  U e Y dois e s p a ç o s  n o r m a d o s  1i n e a r e s , def ine-se 
Z (U ,Y ) c o m o  s e n d o  o e s p a ç o  linear n o r m a d o  f o r m a d o  p e l o s  o p e r a ­
d o r e s  l i n e a r e s  e c o n t í n u o s  que m a p e i a m  U em Y.
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T e o r e m a :
S e j a m  &  e <3 espa ç o s  de H i l b e r t  c o m  a p r o p r i e d a d e  do 
t r a ç o :
K c ti a U ’ c 3C’ Q c 7  s  7 ’ c a ’
y : 3C -» aac y *  : <2 -» d<2
K e r  ( y) = St K e r  (y*) = Go o
ge c t i  S ?i’ c Jt ’ <3 c 7  a 7 ’ c <3 ’ ( 2 . 1 1 )
O 0 0 0
c o m  i n c l u s õ e s  d e n s a s  e c o n tínuas. S e j a  t a m b é m  B(*,*) u m a  
f o r m a  b i l i n e a r  c o n t í n u a  e m  3? x <3’ s a t i s f a z e n d o  a 
E q . ( 2 . 8 ) .  A l é m  disso, s e j a m  3S^ e <3^* os s u b s p a ç o s :
r  = { u e I 4 u  e 7  } (2.12)»
<3 .* = { v g  <3 I sí*v e ti } (2.13)»
o n d e  si e d* são d e f i n i d o s  era (2.9) e (2.10). E n t ã o  e x i s ­
tem o p e r a d o r e s  u n i v o c a m e n t e  d e f i n i d o s
X G 2(315.,d<2’ ) e JV* g £ ( G , * , 3 %’ ) (2.14)
tais que
B (u , v ) = (sáu, v ) „  + < Jfu,y*v >7  d Q
V u g  v G <3 (2.15)
B (u , v ) = (s4*v,u)u  + < Jf*v,yu >a^
V u e St, v g (3.* (2.16)»
on d e  ( ' , ' ) y  r e p r e s e n t a m  p r o d u t o  i n t e r n o  e m  7  e
ti, r e s p e c t i v a m e n t e ,  <•>•>-»,» e d e n o t a m  par dualOCZ OtfC
e m  â<3’x3<3 e 63?’x 63f, r e s p e c t i v a m e n t e . »
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F i g . 2- I d e n t i f i c a ç ã o  de £(3í,<2o’) e Z (Q ,X  * ) .
Os o p e r a d o r e s  y e y* são c o n h e c i d o s  como " O p e r a d o r e s  de 
D i r i c h l e t " ,  e n q u a n t o  Jf e Jf* são c h a m a d o s  de " O p e r a d o r e s  de N e u ­
m a n n "  a s s o c i a d o s  aos o p e r a d o r e s  d e d * , r e s p e c t i v a m e n t e .  As E q s . 
(2.15) e (2.16) são c o n h e c i d a s  co m o  " F ó r m u l a s  de G r e e n  A b s t r a t a s "  
p a r a  a f o r m a  b i l i n e a r  B(»,*)* Os o p e r a d o r e s  d e d* e m  (2.12) e 
(2.13) r e p r e s e n t a m  r e s t r i ç õ e s  a 32. e <2,*, r e s p e c t i v a m e n t e ,  dos 
o p e r a d o r e s  d  e d* i d e n t i f i c a d o s  p e l o s  m e s m o s  s i m b o l o s  em (2.9) e 
( 2 . 1 0 ) .
E s c o l h e n d o  u e v € 3,* e s u b t r a i n d o  m e m b r o  a m e m b r od d
e s s a s  duas ú l t i m a s  equações, r esulta:
( sí*v,u )u  = ( sáu, v )r  - < /f*v,yu >a% + < Jfu,y*v >dQ
V u € St . ,  v e  <3 * ( 2 . 1 7 )d  d
E s t a  equação pode ser c o n v e n i e n t e m e n t e  r e e s c r i t a  na f o r ­
ma :
( d* v , u )u = ( sáu, v )r  + rdQ<u,v> (2.18)
q ue é c o n h e c i d a  c o m o  " F o r m a  de G r e e n  G e n e r a l i z a d a "  p a r a  o o p e r a ­
d or d . O t e r m o  r_-<u,v> é c o n h e c i d o  c o m o  " C o n c o m i t a n t e  G l o b a l  Bi-oW
l i n ear" do o p e r a d o r  «4 e vale:
r ao<u,v> = '  *  Jf’ T ’ *u >ax *  < j r u , í ’ v “ ao <2' 191
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F i g . 3 -  I d e n t i f i c a ç ã o  de H . e (3.*.d  d
N e s t e  p o n t o  é i n t e r e s s a n t e  e s t a b e l e c e r  a q u e s t ã o  da 
e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  os p r o b l e m a s  de v a l o r  no c o n t o r n o  "cl á s s i c o "  e 
" v a r i a c i o n a l " p a r a  o o p e r a d o r  d . T e m - s e :
1.1- P r o b l e m a  C l á s s i c o  de D i r i c h l e t
D a d o s  f e T e g e d%, o p r o b l e m a  é e n c o n t r a r  u e S ,  b:
du = f e y u = g  (2.20)
1.2- P r o b l e m a  C l á s s i c o  de N e u m a n n
D a d o s  f e Y e s e 3(3’, o p r o b l e m a  é e n c o n t r a r  u € 32. 3:d
sáu = f e Jfu = s ( 2 . 2 1 )
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2.1- P r o b l e m a  V a r i a c i o n a l  de D i r i c h l e t
D a d o s  f e 7  e g e , o p r o b l e m a  é e n c o n t r a r  u € ^  a:
B (u , v ) = ( f , v  )y - B ( 7_1g ,v )  V v g <2q (2.22)
2.2- P r o b l e m a  V a r i a c i o n a l  de N e u m a n n
D a d o s  f g  Y e s e 6Q’, o p r o b l e m a  é e n c o n t r a r  u g  ü  a:
B (u ,v ) = ( f,v )y  + < s,Jf*v > V v g  <3 (2.23)
A e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  e s t e s  p r o b l e m a s  é e s t a b e l e c i d a  pe l o  
s e g u i n t e  t e o r e m a ,  O d e n  & C a r e y  (1983):
T e o r e m a  :
O " P r o b l e m a  de D i r i c h l e t "  (2.20) p a r a  o p e r a d o r  st e o 
" P r o b l e m a  V a r i a c i o n a l  de D i r i c h l e t "  (2.22) são e q u i v a ­
l entes no s e g u i n t e  as p e c t o .  S e j a  y-1 a i n v e r s a  do m a p e a ­
m e n t o  y, se u é solução de (2.20), então w = u - y_1g é 
a solução de (2.22). Por o u t r o  lado,se w é a solução de
( 2 . 2 2 ) , então u = w + y_1g é a solução de (2.20). Al é m  
d isso, o " P r o b l e m a  de N e u m a n n "  (2.21) p a r a  o o p e r a d o r  aí 
é e q u i v a l e n t e  ao " P r o b l e m a  V a r i a c i o c i o n a 1 de N e u m a n n "
(2.23) no s e n t i d o  de que q u a l q u e r  solução de (2.21) t a m ­
bém é u m a  solução de (2.23) e v i c e - v e r s a . «
F i n a l m e n t e ,  a ú l t i m a  q u e s t ã o  a ser e s t u d a d a  é com 
relação a e x i s t ê n c i a  e a u n i c i d a d e  da solução dos p r o b l e m a s  va- 
r i a c i o n a i s  de v a l o r  no c o n t o r n o .  F e l i z m e n t e ,  d a d a  a f o r m a  bi 1 i — 
n e a r  B(*,») u m a  a l t e r n a t i v a  p a r a  a solução do p r o b l e m a  é o u s o  do 
T e o r e m a  G e n e r a l i z a d o  de L a x - M i l g r a m .  Q u a n d o  a u t i l i z a ç ã o  d e s t e  
t e o r e m a  é inviável ( p r o b l e m a  de N e u m a n n ,  por e x e m p l o ) ,  o T e o r e m a  
da A l t e r n a t i v a  de F r e d h o l m  de v e  ser a p l i c a d o  p a r a  c a d a  situação.
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T e o r e m a  G e n e r a l i z a d o  de L a x - M i l g r a m :
S e j a m  % e % e s p aços de H i l b e r t  r e ais e B (-, - ) u m a  f o r m a  
b i l i n e a r  d e f i n i d a  em 3? x % c o m  as s e g u i n t e s  p r o p r i e d a ­
des :
1-B(*,*) é contínua, i.é, e x i s t e  M > 0 3:
I B (u ,v ) I £ M lluli^  llvllç (2.24)
2-B(*,*) é c o e r c i v a  no s e n t i d o  de que e x i s t e  a c o n s t a n t e  
a s :
inf sup |B(u,v)| i « > 0
ueJt v g § (2.25)
HuH^=1 HvHçZl
3 - P a r a  to d o  v * 0 e m  §
sup IB(u ,v ) | > 0 ( }
u eat
E n t ã o  e x i s t e  u m  ú n ico u* e JC tal que:
B(u*,v) = F (v ) (2.27)
o n d e  F € §’. Al é m  disso,
llu*»^ £ IIFIIç a " 1 (2.28)«
As condições (2.24) e (2.26) são s u f i c i e n t e s  p a r a  a s s e ­
g u r a r  a e x i s t ê n c i a  da solução ú n i c a  do p r o b l e m a  v a r i a c i o n a l  
a b s t r a t o  (2.27) que d e p e n d e  c o n t i n u a m e n t e  de F e .
3 . F O R M U L A Ç Ã O  A B S T R A T A  D O  M L G F M
A e s c o l h a  da função v co m o  u m a  solução f u n d a m e n t a l  p a r a  
o o p e r a d o r  sá* dá o r i g e m  às formu l a ç õ e s  d i r e t a s  de e l e m e n t o s  de 
co n t o r n o .  Isto pode ser v i s t o  c l a r a m e n t e  a p a r t i r  da " F o r m a  de
G r e e n  G e n e r a l i z a d a "  p a r a  o o p e r a d o r  d t o m a n d o - s e  v como solução 
p a r a  o p r o b l e m a  d*v = Ô, o n d e  Ô i n d i c a  u m a  excitação do tipo 
"função" D e l t a  de Di r a c .  D e s s a  m a n e i r a ,  a E q . ( 2 . 1 7 )  r e d u z - s e  a:
u = ( s4u,v)y .  -  < JT*v ,yu  >dX + < Jfu , y * v  > ( 2 . 2 9 )
E n t r e t a n t o ,  o u t r a s  e s c o l h a s  p a r a  o e s t a d o  a u x i l i a r  p o d e m  
ser f e i t a s  c o m  a f i n a l i d a d e  de c o m p a c t a r  e m e l h o r a r  a r e g u l a r i d a ­
de da  solução, t o r n a n d o  o p r o c e s s o  n u m é r i c o  ma i s  e f i c i e n t e ,  S i l v a  
( 1988). U m a  a l t e r n a t i v a  viável é a d o t a r  v como u m a  função de 
G r e e n  (uma s o l ução do p r o b l e m a  a u x i l i a r  si*v = <5 c o m  condições de 
c o n t o r n o  p r e v i a m e n t e  d e f i n i d a s ) .  O  "Mét o d o  da Função de G r e e n  L o ­
cal" (LGFM) a p r o x i m a  l o c a l m e n t e  a Função de G r e e n  d e n t r o  de cada 
v o l u m e  f i n i t o  c o m  i n t e g r a ç õ e s  d i r e c i o n a i s  d e s a c o p l a d a s , c o m p r o m e ­
t e n d o  o r e s u l t a d o  final d a  análise. C o m  as m o d i f i c a ç õ e s  p r o p o s t a s  
p or S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  & S i l v a  (1987) o L G F M  deu o r i g e m  ao 
" M é todo da Função de G r e e n  L o c a l  M o d i f i c a d o "  (MLGFM). Nos 
p r ó x i m o s  tópicos, m o s t r a - s e  o d e s e n v o l v i m e n t o  m a t e m á t i c o  do M L G F M  
e os d e t a l h e s  p a r a  e s p e c i f i c a r  as condições de c o n t o r n o  p a r a  a 
Função de G r e e n .
C o m o  p r i m e i r a  etapa, s e j a  o e s t a d o  {v , y * v , (# * + # ’ )v} 
o b t i d o  à p a r t i r  da solução do s e g u i n t e  p r o b l e m a :
d* v (P , Q ) = <5 (P , Q ) (2.30)
) v ( p , Q ) = 0 V P , Q  e !); p,q e aí) (2.31)
o n d e  <5(P,Q) é a d i s t r i b u i ç ã o  de D i r a c  no p o n t o  Q e Jf' é um  o p e r a ­
dor a d i c i o n a l  a t u a n d o  no c o n t o r n o ,  e s p e c i f i c a d o  p e l o  u s u á r i o  e 
de tal m o d o  que:
>d% = < ^ ’u ’7*v >dQ ( 2 . 3 1 . a)
S u b s t i t u i n d o  e s t a s  três ú l t i m a s  e x p r e s s õ e s  na Eq. (2.17)
r esulta:
u (Q ) = ( v ( P , Q ) , síu ) r  + < (jf+tf ’ ) u , y*v ( p , Q ) >dQ
V P , Q  g Q ; p e a o ; v e <2.* e u e r  (2.32)
15
de o n d e  são o b t i d o s  os v a l o r e s  de u(Q), V Q e Q. É i n t e r e s s a n t e  
n o t a r  que se J\f’u=0, a E q . ( 2 . 3 2 )  r e d u z - s e  a:
u (Q ) = ( v (P , Q ) , sáu )y  + < -tfu >7 v (p , Q )
V P , Q e Q ; p e a f i ;  v e  <2^* e u e ( 2 . 3 2 . a)
e o o p e r a d o r  Jf’ não i n f l u e n c i a  no r e s u l t a d o  final d a  análise. Ele 
é e s p e c i f i c a d o  c o m  o o b j e t i v o  ú n ico de o b t e r  u m a  "a p r o x i m a ç ã o "  da 
Função de G r e e n  p a r a  o p r o b l e m a  e seu e s t u d o  é r e a l i z a d o  c o m  d e ­
ta l h e s  nos p r ó x i m o s  itens.
C o m o  s e g u n d a  etapa, s e j a  o e s t a d o  {v,y*v, ’v} o b t i ­
do à p a r t i r  d a  solução do s e g u i n t e  p r o b l e m a :
d* v (P ,q ) = 0 (2.33)
(Jf*+Jf’ ) v (p , q ) = Ô(p,q) V P e fl; p , q e (2.34)
c u j a  s u b s t i t u i ç ã o  na relação de r e c i p r o c i d a d e  (2.17) g e r a  os v a ­
lores de 7u(q) n o  c o n t o r n o  0 0, ou seja:
yu(q) = ( v(P,q),sáu )y + < ( W + W’ ) u , y*v( p , q ) >dQ
V P € Q; p,q e 6Q; v e  <3,* e u e £  . (2.35)» »
As equações (2.32) e (2.35) f o r m a m  u m  s i s t e m a  de 
equações i n t e g r a i s  que pode ser u t i l i z a d o  na  solução de equações 
d i f e r e n c i a i s  que e n v o l v a m  o o p e r a d o r  sá e os o p e r a d o r e s  de c o n t o r ­
no y e Jf. D e v i d o  ao fato de que o o p e r a d o r  de N e u m a n n  que a p a r e ­
ce nas e x p r e s s õ e s  (2.32) e (2.35) e n v o l v e  d e r i v a d a s  no s e n t i d o  do 
traço da função u, o uso d i r e t o  d e s s a s  equações não é a c o n s e l h a d o  
p a r a  a a n á l i s e  n u m é r i c a  . M o d i f i c a - s e  e s t a s  e x p r e s s õ e s  d e f i n i n d o  
u m a  n o v a  q u a n t i d a d e ,  F, d a d a  por:
F = (Jf+X’ )u F e  ÕQ’ (2.36)
e d e s s a  m a n e i r a ,  as E q s . ( 2 . 3 2 )  e (2.35) p o d e m  ser c o n v e n i e n t e m e n ­
te r e e s c r i t a s  co m o  sendo:
u (Q ) = ( G  ( P , Q ) , síu )r + < F,j*G( p,Q) >dQ
V P ,Q e Q; p e d Q ;  G e  Q .*  e u  e &  , (2.37)» d
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yu(q) = ( G  (P , q ) , íáu )y  + < F,y*G(p,q) >QQ
V P e f í ; p , q e 3 f í ; G e  Q .*  e u e &  , (2.38)» »
o n d e  G ( P , Q ) ,  G ( P , q ) ,  G ( p , Q )  e G ( p , q )  d e n o t a m  as soluções dos 
d o i s  p r o b l e m a s  c i t a d o s  a n t e r i o r m e n t e .  É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que 
e s t a s  funções a g o r a  r e p r e s e n t a m  funções de G r e e n  e não ma i s  
soluções f u n d a m e n t a i s  do p r o b l e m a  a u x i l i a r .
Os d i v e r s o s  t i p o s  de condições de c o n t o r n o  são incluídas 
a t r a v é s  do o p e r a d o r  yu e da q u a n t i d a d e  F. 0 traço de u no c o n t o r ­
no  a b s o r v e  d i r e t a m e n t e  as condições de c o n t o r n o  do tipo D i r i -  
chlet, e n q u a n t o  F r e p r e s e n t a  condições do tipo N e u m a n n .  A s s i m ,  em 
c a d a  p o n t o  do c o n t o r n o  as i n c ó g n i t a s  são yu ou F ; ou partições 
d e s s a s  q u a n t i d a d e s  (condições do t i p o  C a u c h y - R o b i n ).
C o m  e s t a s  m o d i f i c a ç õ e s ,  o p r o b l e m a  de equações i n t e g r a i s  
e m  e s t u d o  já p o d e  ser r e e n u n c i a d o .  P a r a  t a n t o  sejam:
d%a = { u e dX ; u = a e m  } (2.39)
e dQp = { F g e<3’ ; F = 0 e m  dCif } (2.40)
o n d e  6Qu r e p r e s e n t a  p a r t e ( s )  de dQ o n d e  yu é e s p e c i f i c a d o  e dQ^ 
r e p r e s e n t a  p a r t e ( s )  o n d e  F  é e s p e c i f i c a d o .  Então o p r o b l e m a  fica 
s e n d o :
" D a d o  u m  b e 7, e n c o n t r a r  u g  3E, YU g  31 e F g  d<2n ’(X p
tais que as equações i n t e g r a i s  (2.37) e (2.38) s e j a m  s a ­
t i s f e i t a s  ".
No s e n t i d o  d i s t r i b u t i v o  v e r i f i c a - s e  que á u  = b em  q u a s e  
todo lugar (a.e) e c o m o  b g  7, então u g  ,  .
4 . F O R M A L I S M O  D O  M L G F M
O o b j e t i v o  inicial é e n c o n t r a r  a solução u p a r a  o s i s t e ­
m a  de equações d i f e r e n c i a i s
sá u = b em Q (2.41)
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c o m  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  d e v i d a m e n t e  p r e s c r i t a s  e c o n t o r n o  dí) 
s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r  ( p r o b l e m a  b e m  posto), on d e  si é o o p e r a d o r  
d i f e r e n c i a l ,  u o v e t o r  " d e s l o c a m e n t o  g e n e r a l i z a d o "  e b o "vetor 
força g e n e r a l i z a d o " .
O  p r o b l e m a  a d j u n t o  c o r r e s p o n d e n t e  p a r a  u m a  excit a ç ã o  do 
tipo "função" D e l t a  de D i r a c ,  5(P,Q), p o d e  ser e s c r i t o  como:
d* G ( P , Q )  = Ô(P,Q) I P , Q e Q (2.42)
o n d e  I é o t e n s o r  i d e n t i d a d e ,  <5(P,Q) a "função" D e l t a  de D i r a c  e 
G ( P , Q )  o t e n s o r  solução f u n d a m e n t a l ,  i.é, Gij r e p r e s e n t a  o " d e s ­
l o c a m e n t o  g e n e r a l i z a d o "  n a  direção i de q u a l q u e r  p o n t o  P e ft, 
p r o v o c a d o  p o r  u m a  "força g e n e r a l i z a d a "  u n i t á r i a  a p l i c a d a  no p o n t o  
Q e Q e d i r eção j .
P r é - m u l t i p l i c a n d o  a E q . ( 2 . 4 1 )  por G Í P j Q ) 1 e a E q . ( 2 . 4 2 )  
por u*" o b t e m - s e :
u* d* G  (P , Q ) = Ô (P , Q ) u 1 I = Ô(P,Q) u 1 (2.43)
e G  ( P , Q ) *" d u = G ( P , Q ) t b (2.44)
S u b t r a i n d o  a E q . ( 2 . 4 4 )  do t r a n s p o s t o  da E q . ( 2 . 4 3 )  r e s u l ­
ta:
u Ô(P,Q) = G Í P ^ ) 1- b + [d* G ( P , Q ) ] t u - G  (P , Q )1 [d u] (2.45)
I n t e g r a n d o  no d o m í n i o  Q p , i.é, c o m  relação ao s i s t e m a  de 
c o o r d e n a d a s  l o c a l i z a d o s  no p o n t o  P e Q, a solução p r o c u r a d a  é:
u (Q ) = f G  (P , Q )1 b (P ) dQp + f [ sá*G ( P , Q ) ] tu(P) d Qp -
[ G ( P , Q ) t [síu(P)] dftp (2.46)
F i n a l m e n t e ,  c o m  i n tegrações por p a r t e s  das duas últi m a s  
p a r c e l a s  da E q . (2.46) as i n t e g r a i s  de d o m í n i o  r e s u l t a n t e s  d e s t a  
o p eração são a u t o m a t i c a m e n t e  c a n c e l a d a s  e a e x p r e s s ã o  final p a r a  
u(Q) fica sendo:
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U(Q) = f G Í P . Q ) 1 b(P) dQP + f [Jf*G(p,Q)]tu(p) ddÇip -
j q Jao
f G ( p , Q ) *" [ Jfn ( p ) ] ddQp (2.47)
Jdíi
o n d e  dâííp r e p r e s e n t a  u m  e l e m e n t o  i n f i n i t e s i m a l  do c o n t o r n o  dQ no 
p o n t o  p e dQ e Jf, Jf* são os o p e r a d o r e s  de N e u m a n n  a s s o c i a d o s  a d  
e «4*, r e s p e c t i v a m e n t e .  O v a l o r  de u(Q) ta m b é m  po d e  ser o b t i d o  d i ­
r e t a m e n t e  d a  F o r m a  de G r e e n  G e n e r a l i z a d a  c o m  a u x í l i o  do p r o b l e m a  
a d j u n t o  d e f i n i d o  na  E q . ( 2 . 4 2 ) .
E s t a  equação, E q . ( 2 . 4 7 ) ,  r e p r e s e n t a  e x a t a m e n t e  a f o r m u ­
lação " D i r e t a  do M é t o d o  de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o "  (DBEM) e G( P , Q )  
r e p r e s e n t a  (até aqui) a p e n a s  u m a  solução f u n d a m e n t a l  da 
E q . (2.42).
A d m i t i n d o  que a e x p r e s s ã o  m a t e m á t i c a  de G ( P , Q )  é c o n h e ­
c i d a  na s u a  f o r m a  e x p l í c i t a ,  o c á l c u l o  n u m é r i c o  das i n t e g r a i s  que 
a p a r e c e m  em  (2.47) é b a s t a n t e  d i f i c u l t a d o  d e v i d o  à s i n g u l a r i d a d e  
d e s s e  tensor. A  s i n g u l a r i d a d e  d e s s a s  i n t e g r a i s  é a i n d a  m a i o r  na 
p r e s e n ç a  do o p e r a d o r  de N e u m a n n  que a p a r e c e  na  s e g u n d a  p a r c e l a  do 
lado d i r e i t o  d e s s a  equação.
E n t r e t a n t o ,  s o m a n d o  e s u b t r a i n d o  a q u a n t i d a d e
G ( p , Q ) t [ ^’u(p) ] a [.V’G( p , Q )  ]tu(p) (2.48)
na  E q . ( 2 . 4 7 )  tem-se:
u (Q ) = f G ( P , Q ) t b (P ) dftp - f [ )G(p,Q) ]tu(p) daftp +
Jí) J díi
\ G ( p , Q ) t [ (jir+jr )u(p) ] daQp (2 .4 9 )
JdQ
que é a e x p r e s s ã o  b á s i c a  p a r a  o d e s e n v o l v i m e n t o  do MLGFM.
U m a  e s c o l h a  a p r o p r i a d a  p a r a  o o p e r a d o r  Jf’ é da forma:
Jf’ = n k.1
1 p a r a  p g dQC (2.50)
^  ^ 0 p a r a  p e dO/dQf
o n d e  k é u m a  c o n s t a n t e  real não n u l a  (k po d e  ou não ser d i f e -  
í f 1re nte de k p a r a  i ? j ) e ôft ind i c a  a p a r c e l a  do c o n t o r n o  on d e  é j
e s p e c i f i c a d o  o o p e r a d o r  W ’, c o m o  na  Fig.4.
E m  todas as situações prá t i c a s  i l u s t r a d a s  nos
c a p í t u l o s  q u e  s e g uem, a d o t a - s e  k = k com v a l o r e s  v a r i a n d o  d e s d eí j
±1.0d-6 até ±1.0d+6, s e m  a l t e r a ç õ e s  nos r e s u l t a d o s  finais. A 
ú n i c a  p r e o c u p a ç ã o  do u s u á r i o  é a de não p r e s c r e v e r  u m  v a l o r  de k. 
que c o m p r o m e t a  o c o n d i c i o n a m e n t o  n u m é r i c o  do s i s t e m a  final de 
e q u a ç õ e s .
N e s t e  m o m e n t o  a solução f u n d a m e n t a l  G ( P , Q )  se t o r ­
n a  u m a  função de G r e e n ,  e s p e c i f i c a n d o  co m o  condição de c o n t o r n o  
p a r a  a E q . ( 2 . 4 2 )  o t e r m o  e n t r e  c o l c h e t e s  d a  s e g u n d a  p a r c e l a  do 
lado d i r e i t o  d a  E q . ( 2 . 4 9 ) .  E m  p a r t i c u l a r ,  d e f i n e - s e :
(JV*+.T ) G ( p , Q ) = 0  (2.51)
A s s i m ,  a solução p r o c u r a d a  u(Q) o b t i d a  em (2.49) é r e e s ­
c r i t a  como:
u(Q) = f G ^ Q ) 1 b(P) dQp + f G( p , Q )1 [ (Jf+tf’ ) u (p ) ] ddQp (2.52)
A ú l t i m a  p a r c e l a  de (2.52) contém a e x p r e s s ã o  
" (.Y,+,y)u(p)" que e n v o l v e  d e r i v a d a s  de u(p) no s e n t i d o  do traço, 
a l t a m e n t e  i n d e s e j á v e i s  p a r a  a n á l i s e  numérica. Este i n c o n v e n i e n t e  
é e l i m i n a d o  c o m  o u t r a  m o d i f i c a ç ã o ,  ou seja, d e f i n i n d o  a n o v a  
q u a n t i d a d e  F(p) como:
F (p ) = (Jf+Jf*) u (p )
F i n a l m e n t e ,  u(Q) pode ser e s c r i t o  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :
u ( Q ) = f G ^ Q ) 1 b ( P ) dQp + f G  ( p , Q ) 1F ( p ) dÔQP (2.53)
Q dQ
q ue é b e m  m a i s  c o n f o r t á v e l  de ser t r a b a l h a d a  n u m e r i c a m e n t e ,  pois 
não estão p r e s e n t e s  d e r i v a d a s  de G (P ,Q )/ G (p ,Q ) e/ o u  da q u a n t i d a d e  
F(p). C o m  e s t a s  a l t e r a ç õ e s  p r o p o s t a s  por S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  
& S i l v a  (1987), as i n t e g r a i s  que a p a r e c e m  na E q . ( 2 . 5 3 )  tem a o r ­
d e m  de suas s i n g u l a r i d a d e s  b a s t a n t e  r e d u z i d a  e/ o u  e l i m i n a d a .
A e x p r e s s ã o  (2.53) o f e r e c e  v a l o r e s  de u(Q), Q e Q. C o m o  
se a d m i t i u  nas h i p ó t e s e s  i n i c i a i s  que os espaços de H i l b e r t  em 
q u e s t ã o  p o s s u e m  a p r o p r i e d a d e  do traço, i.é:
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u (q ) = Zim  u (Q ) 
Q->q
a p l i c a - s e  e s t a  p r o p r i e d a d e  à Eq.
U(q) = f G ( P , q ) t b(P) dQp 
Q
As E q s . ( 2 . 5 3 )  e (2.55) 
t e g r a i s  q u e  d e f i n e m  c o m p l e t a m e n t
q € 6Q, Q e Q (2.54)
2.53), r e s u l t a n d o :
+ f G ( p , q ) tF(p) d3QP (2.55)
J6Q
f o r m a m  o s i s t e m a  de equaçdes in-
i o p r o b l e m a  e m  estudo.
F i g . 4 -  P r o b l e m a  O r i g i n a l  e M o d i f i c a d o .
E m b o r a  todo o p r o c e d i m e n t o  d e s c r i t o  até aqui t enha 
c o m o  o b j e t i v o  a p r o x i m a r  a Função de G r e e n  p a r a  todo o domínio, o 
n o m e  "Método da Função de G r e e n  Local M o d i f i c a d o " ,  MLGFM, será 
m a n t i d o  c o m  o o b j e t i v o  de lembrar as o r i g e n s  do m é t o d o  e i n d i c a r  
que a a p r o x i m a ç ã o  das proje ç õ e s  da Função de G r e e n  é f e i t a  
l o c a l m e n t e ,  i.é, em  c a d a  e l e m e n t o  finito.
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5. D l S C R E T I Z A Ç Ã O  D O  D O M l N I O  E D O  C O N T O R N O
O  d o m í n i o  Q pode ser s u b d i v i d i d o  em  "m" s u b d o m í n i o s ,  de 
a g o r a  e m  d i a n t e  d e n o m i n a d o s  de Os, s = l,2,...m. D e s s a  m a n e i r a  o 
d o m í n i o  Q p o d e  ser e s c r i t o  c o m o  s e n d o
Q = U  Os (2.56)
3*1
o n d e  Õs d e n o t a  o f e c h a m e n t o  do s u b d o m í n i o  íís.
C a d a  u m  dos s u b d o m í n i o s  é d i s c r e t i z a d o  em  "nel" e l e m e n ­
tos f i nitos. Nas i n t e r f a c e s  dos s u b d o m í n i o s  o n ú m e r o  de e l e m e n t o s  
e o g r a u  do p o l i n ó m i o  i n t e r p o l a d o r  d e v e m  ser os m e s m o s .
F i g . 6  - D i s c r e t i z a ç ã o  dos s u b d o m í n i o s  em  e l e m e n t o s  f i n i t o s
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As s i m ,  u m a  q u a n t i d a d e  y q u a l q u e r  c o m  c o m p o r t a m e n t o  " s u a ­
ve" no s u b d o m í n i o  Q 3 p o d e  ser c o n v e n i e n t e m e n t e  i n t e r p o l a d a  c o m  as 
u s u a i s  f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  locais u t i l i z a d a s  no M é t o d o  de 
E l e m e n t o s  F i n i t o s  (FEM), i.é:
y = m ( y }  (2 . 5 7 )
o n d e  {y} é o v e t o r  c u j a  c o m p o n e n t e  "i" r e p r e s e n t a  o v a l o r  da 
q u a n t i d a d e  y a v a l i a d a  no nó "i" e [¥] é o v e t o r  das f u n ç õ e s  de 
i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i o  da forma:
[Y] = [ tp ,\f> ,y> , . . . ] (2.58)
1 2  3  n t n
o n d e  "ntn" é o n ú m e r o  total de nós do s u b d o m í n i o .
C a d a  c o n t o r n o ,  i.é, o c o n t o r n o  do s u b d o m í n i o  "s" pode 
ser d i v i d i d o  e m  "nele" e l e m e n t o s  de c o n t o r n o ,  co m o  i n d i c a d o  na 
Fig.7. A ú n i c a  d i f e r e n ç a  c o m  r e l a ç ã o  à m a l h a  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  
é que e s t a  d i s c r e t i z a ç ã o  po d e  ou  n ã o  ter nós d u p l o s  e m  p o n t o s  de 
d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e/ o u  g e o m e t r i a .  As 
f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  <#> de c o n t o r n o  são t o m a d a s  como t r a ç o  dasj
f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i o  e a q u a n t i d a d e  y pode ser in­
t e r p o l a d a  no c o n t o r n o  com
y = [$]{y } (2.59)
o n d e  {y} é o v e t o r  c u j a  c o m p o n e n t e  "i" r e p r e s e n t a  o v a l o r  da 
q u a n t i d a d e  y a v a l i a d a  no nó  "i" do c o n t o r n o  e [4>] é o v e t o r  das 
f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  de c o n t o r n o  da f o r m a
[$] = [ <p ,<p . ,<p ] (2.60) 
1 2  3 ntnc
o n d e  "ntnc" é o n ú m e r o  total de nós do c o n t o r n o  do s u b d o m í n i o .
6 . A P R O X I M A Ç Ã O  N U M É R I C A
C o m  a d i s c r e t r i z a ç ã o  p r e v i s t a  no item a n t e r i o r  e c o n s i ­
d e r a n d o ,  por s i m p l i c i d a d e ,  o n ú m e r o  de s u b d o m í n i o s  igual a 1, as
q u a n t i d a d e s  u(Q), u(p), b(P) e F(p) p o d e m  ser a p r o x i m a d a s  c o m  uso 
das e x p r e s s õ e s  c o n v e n c i o n a i s  do m é t o d o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  
(FEM), i.é:
y — t— f—
y —t— /— f— h-
V-f---/---/--f— .
Elemento
F i g . 7  - D i s c r e t i z a ç ã o  dos s u b d o m í n i o s  e m  e l e m e n t o s  de c o n t o r n o .
u (Q ) = [ * ( Q ) ] { u } D (2.61)
b (P ) = [V(P)]{b} (2.62)
F(p) = [$(p)]{f> (2.63)
u(p) = [ $ ( p ) ] { u } c (2.64)
o n d e  { u } D e { u } c r e p r e s e n t a m  v a l o r e s  n o d a i s  do " d e s l o c a m e n t o  g e ­
n e r a l i z a d o "  u no d o m í n i o  e c o n t o r n o ;  {b} e {f} r e p r e s e n t a m  v a l o ­
res n o d a i s  da " f o r ç a  de c o r p o  g e n e r a l i z a d a "  e das " r e a ç õ e s  g e n e ­
ral i z a d a s " ,r e s p e c t  i v ã m e n t e .
E m  c a d a  e l e m e n t o  de d o m í n i o  a E q . ( 2 . 5 3 )  p o d e  ser r e e s ­
c r i t a  co m o  s e n d o  :
(2.65)
A p l i c a n d o  o M é t o d o  R e s i d u a l  de G a l e r k i n ,  i.é, t o m a n d o  a 
p r o j e ç ã o  de u(Q) o r t o g o n a l  a [\P(Q ) ] resulta:
f  W Q )  ] t [ ' F(Q) ] dQq { u } D= f [ ¥ ( Q ) ] t f  G ( P , Q ) 1 [ ¥ ( P ) ] dQp d Qq { b }  +
Q  J f i
f W Q )  ]1 f G ( p , Q ) t [*(p)] ddQp dQq { f } (2.66)
que pode ser m e l h o r  r e p r e s e n t a d a  por
o n d e
{u}D = B { f } + C {b}
A = f [ ? ( Q ) ] t[?(Q)] diÎQ 
Jft
B = F G d (p ) t[* (p )]  dâiip 
J dQ
<C = f G d (P )t['?(P) ] dftp
G d (p )t= f [¥( Q ) ]tG ( p , Q ) t dQq
G d ( P ) *= f ['F(Q)]tG ( P , Q ) t dQq 
Jiî
(2 . 67 )
( 2 . 6 8 )
(2.69)
(2 . 70 )
(2 . 71 )
(2 . 7 2 )
25
R e p e t i n d o  o m e s m o  p r o c e d i m e n t o  p a r a  a E q . ( 2 . 5 5 ) ,  p o r é m  
t o m a n d o  c o m o  f u n ç õ e s  p e s o  o c o n j u n t o  [ $ ( q ) ] ,  res u l t a :
f [ í ( q ) ] t[*(q)3  d0Qq {u}C=f [ $ ( q ) ] t |' G( P , q ) 1 [Ÿ( P ) ] dQp ddÇiq {b} 
dQ J dQ Q 
+ f [$( q )] * f G ( p , q ) t [ * ( p ) ]  ádQp dcttq {f} (2 . 7 3 )
ou a i n d a
o n d e
D {u}c = E {f} + F {b}
D = f [ $ ( q ) ] t [$(q)]  daQq
J eo
E = f G c ( p ) t[4>(p) ] ddQp
Jao
F = f G c ( P ) t[Ÿ ( P ) ]
Q
dfíp
Gc ( p ) t= f [4>( Q ) ^ G Í P . q ) *  dâftq 
J 3Q
Gc ( P ) *" = f [ « ( q J j ^ í P . q ) 1 daOqJ ao
(2 . 74 )
( 2 . 7 5 )
(2 . 7 6 )
(2 . 7 7 )
( 2 . 7 8 )
(2 . 7 9 )
A E q . ( 2 . 7 4 ) ,  que é s i m i l a r  ao s i s t e m a  final o b t i d o  pelo 
" M é t o d o  de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  de G a l e r k i n "  (GBEM), p o d e  ser 
r e e s c r i t a  e m  t e r m o s  dos v a l o r e s  p r e s c r i t o s  no c o n t o r n o ,  { u P } e 
{fp}, e dos v a l o r e s  d e s c o n h e c i d o s ,  {ud} e {fd}, como:
[ D P Dd ] jud}  = [ Ed Ep l { f p }  + F {b} (2.80)
o u  a i n d a  n a  forma:
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[-Ed Dd ]|udj = [_Dp Ep ]{?;) + F {b} (2.81)
7 . F O R Ç A  D E  C O R P O  E O U  R E A Ç Õ E S  G E N E R A L I Z A D A S  C O N C E N T R A D A S
O  p r i m e i r o  ca s o  e s t u d a d o  é a s i t u a ç ã o  on d e  a f o r ç a  de 
c o r p o  g e n e r a l i z a d a  b(P) é d a d a  na  forma:
b (P ) = Ô(P,R) I P ,R e Q (2.82)
C o n s i d e r a n d o  es t e  tipo de e x c i t a ç ã o  a E q . ( 2 . 6 6 )  p o d e  ser 
r e e s c r i t a  c o m o  s e n d o
í [ Y ( Q ) ] t ['F(Q)] dfíq { u } D = f [ ¥ ( Q ) ] t r G ^ Q ) 1 Ô(P,R) I dfiP dQQ +
Jft Jfí Q
f [V(Q) ]1 f G f p . Q ^ W p ) ]  daftp dÇ}Q { f } ( 2 . 8 3 )
Q dQ
ou s i m p l e s m e n t e :
A  { u } D = B {f} + G d (R )1 (2.84)
S i m i l a r m e n t e ,  a p a r t i r  da E q . ( 2 . 7 3 )  o b t e m - s e :
f [ * ( q )  ]1 C4>( q ) 1 dafíq { u } C=r [4>(q)] t r G  ( P , q )1 Ô(P,R) I dOp ddQq 
J dQ ao J 0
+ f [< f (q ) ] t f G ( p , q ) t [*(p)] ddQP ddQq {f} (2.85)Jaí) Jao
ou
D (U}c = E {f} + G c ( R ) 1 (2.86)
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E s t a b e l e c e n d o  u m a  " r e a ç ã o  g e n e r a l i z a d a "  do tipo
F (p ) = ô(p,r) I p,r e díi (2.87)
e u t i l i z a n d o  as e q u a ç õ e s  (2.66) e (2.73) resulta:
A  { u } D = G d  ( r )1 + <C {b} (2.88)
D  { u } c = G c i r ) 1 + F  {b} (2.89)
8 . A P R O X I M A Ç Õ E S  D A S  P R O J E Ç Õ E S  D A  F U N Ç Ã O  D E  G R E E N
As m a t r i z e s  IB, C, E e F  d e p e n d e m  das p r o j e ç õ e s  d a  F u n ç ã o  
de G r e e n  G d ( P ) ,  Gd ( p ) ,  G c ( P )  e G c ( p ) .  P a r a  d e t e r m i n a r  e s t a s  q u a n ­
t i d a d e s  u t i l i z a - s e  o m é t o d o  p r o p o s t o  por S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  
& S i l v a  (1987), r e s o l v e n d o  c o m  o M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  os 
do i s  p r o b l e m a s  a s s o c i a d o s :
P r o b l e m a  1 :
rf* G (P ,Q ) = Ô (P ,Q ) I (2.90)
G  ( p , Q ) = 0  V P , Q e Q; p e ÔQ (2.91)
P r o b l e m a  2 :
d* G (P ,q ) = 0 (2.92)
(# * + # ’ ) G (p ,q ) = Ô(p,q) I V P e 0; p,q e dQ (2.93)
N o t e  que, p ó s - m u  11 i p 1 i c a n d o  a E q . ( 2 . 9 0 )  por [¥((})] e in­
t e g r a n d o  no d o m í n i o  m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo resulta:
sl* f G  ( P , Q ) [Y(Q)] dQq = [ Ô (P , Q ) [V (Q ) ] d Qq = W P ) ]  (2.94) 
Jft Q
e, de i m e d i a t o  i d e n t i f i c a - s e  o t ermo G d (P) no lado e s q u e r d o  d e s s a  
e q u a ç ã o .  Então, a E q . ( 2 . 9 4 )  po d e  ser r e e s c r i t a  na forma:
sá* G d  (P ) = [¥(P) ] (2.95)
28
C o m o  o t e r m o  de e x c i t a ç ã o  d e s s a  e q u a ç ã o  é c o n s t i t u í d o  
p e l a s  f u n ç õ e s  c o n v e n c i o n a i s  de e l e m e n t o s  finitos, e s t a  p a r c e l a  
t e m  c o n t i n u i d a d e  no m í n i m o  tg°(Q). É b o m  lemb r a r  que o t e rmo de 
e x c i t a ç ã o  d a  E q . ( 2 . 9 0 )  é do " t i p o  ô " , m u i t o  m a i s  s i n g u l a r .  D e s s a  
m a n e i r a  a s o l u ç ã o  G d ( P )  é u m  t e n s o r  b e m  m a i s  r e g u l a r  do que o 
p r ó p r i o  t e n s o r  G Í P j Q ) 1 . E s t e  r e s u l t a d o  é c r u c i a l  p a r a  o d e s e n v o l ­
v i m e n t o  do " M é t o d o  d a  F u n ç ã o  de G r e e n  L o cal M o d i f i c a d o "  (MLGFM).
0 m e s m o  p r o c e d i m e n t o  é a d o t a d o  p a r a  a E q . ( 2 . 9 1 ) ,  r e s u l ­
t a n d o  :
f G ( p , Q )  ['F(Q) ] dfíq = 0 (2.96)
Q
d o n d e  o b t e m - s e :
( # * + #’) G d (p ) = 0  (2.97)
A  m e s m a  t é c n i c a  p o d e  ser a p l i c a d a  ao s e g u n d o  p r o b l e m a  
m u l t i p l i c a n d o  as E q . ( 2 . 9 2 )  e (2.93) por [<t>(q)] e i n t e g r a n d o  no 
c o n t o r n o  6Q, m a n t e n d o  o p o n t o  "p" fixo, ou seja:
ou
G c (P ) = 0





(# *+ # ' ) G c  ( p ) = [<D(p) ] (2.101)
D e s s a  m a n e i r a ,  os c o n j u n t o s  de e q u a ç õ e s  ( 2 . 9 5 ) - ( 2 . 9 7 )  e 
(2. 9 9 ) - ( 2 .  10 1 ) são t o m a d o s  c o m o  r e f e r ê n c i a  p a r a  c á l c u l o  das p r o ­
j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Gr e e n .  C o m o  e s t a s  p r o j e ç õ e s  são c o n t í n u a s ,  
M i k h l i n  (1970), a i n t e r p o l a ç ã o  no d o m í n i o  u s a n d o  as f u n ç õ e s  de
1Se x g  IRn , e n t ã o  a " f u n ç ã o "  ô(x,y) e 3Cr (Q), on d e  r = -(n + e)/2 e 
e é u m a  p e q u e n a  c o n s t a n t e  p o s i t i v a .
i n t e r p o l a ç ã o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  é v i á v e l ,  r e s u l t a n d o  nas e x p a n ­
sões :
Gd(P ) = W P )  ] <g dp (2.102)
G c (P ) = W P )  ] (GCP (2. 103)
G d (p ) = [<Hp) ] <G0p (2. 104)
e G c (p ) = [<f(p)] (ECp (1.105)
o n d e  <Gd p , <GD p , <GCP e <GCp são t e n s o r e s  o b t i d o s  dos v a l o r e s  n o d a i s  
de Gd ( P ) ,  G d ( p ) ,  G c ( P )  e G c ( p ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  C o m  uso do Ga- 
l e r k i n - F E M  e s s a s  p r o j e ç õ e s  p o d e m  ser c a l c u l a d a s  r e s o l v e n d o - s e  os 
d o i s  n o v o s  p r o b l e m a s :
P r o b l e m a  1* :
sá* G d (P ) = [¥(P) ] (2. 106)
( # * + # ’ ) G d  (p ) = 0  V p e dQ, P g  Q (2.107) 
P r o b l e m a  2* :
sí* G c  ( P ) = 0 (2. 108)
(Jf*+Jf3 ) Gc  (p ) = [í(p)] V p g  dQ, P g  Q (2.109)
P a r a  o p e r a d o r e s  a u t o - a d j u n t o s  ($4 s sá*) é p o s s í v e l  d e ­
t e r m i n a r  o f u n c i o n a l  J (Gd) p a r a  o p r o b l e m a  1*, c u j a  m i n i m i z a ç ã o  
t a m b é m  r e s u l t a  nas p r o j e ç õ e s  d e s e j a d a s  u t i l i z a n d o  o FEM. Es t e  
f u n c i o n a l  é e s c r i t o  na forma:
J( G d ) = 0.5 B (G d  , G d ) - B^ (G d  , ['F] ) + 0.5 (G d  , G d  ) (2.110)
o n d e  B ( G d , G d )  é a f o r m a  b i l i n e a r  em  estudo,
B ( G d , m ) = f G d (P )•[¥(P )] dQp
e B (Gd,Gd) = f [ Jf ’ G d  ( p ) ]-Gd ( p ) d6QP2 J d
( 2 . 111 ) 
( 2 . 1 1 2 )
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A n a l o g a m e n t e ,o f u n c i o n a l  J(Gc) p a r a  o p r o b l e m a  2* pode 
ser e s c r i t o  n a  f o r m a  :
J( G c ) = 0.5 B (Gc , G c ) - B (Gc,[4>]) + 0.5 B (Gc,Gc) (2.113)
3  2
o n d e  B ( G c , [$]) é d a  forma:
3
B ( G c , [í>] ) = f Gc(p). [*(p) ] ddftp (2.114)
3
e B (Gc,Gc) a s s u m e  m e s m o  a s p e c t o  formal que e m  (2.112).
2
U m  e s t u d o  m a i s  d e t a l h a d o  d e s s e s  f u n c i o n a i s  é feito p a r a  
c a d a  u m a  das a p l i c a ç õ e s  que a p a r e c e m  nos c a p í t u l o s  s u b s e q ü e n t e s .
Problema 1
0 : ^'Q(P,Q)-Ô(P,Q)I AB : (N*+ N ‘) Q(p,Q)-0 BCA: A/*G(p,Q)-0
Problema r
malha de elementos finitos
/Q d<P )- il(P )] (N*+ N )  Qd(p)“0 N '  Qd(p)"0
Problema 2
B
0: AB : BCA:
0
A '  Q(P,q)-0 (N'+ N')Q{ p,q)-0(p,q)l N Q(p,q)-ô(p,q)|
Problema 2*
malha de elementos tlnltos
/TGc(P)«0 (N'+ A/';Qc(p)-l(j)(p)J A/’ Gc(p)«I(t>(p)l
F i g . 8 - I n t e r p r e t a ç ã o  F í s i c a  dos P r o b l e m a s  1/2 e l*/2*.
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9 . D E T E R M I N A Ç Ã O  D A S  M A T R I Z E S  A , B , . . . , F
R e e s c r e v e n d o  as e x p r e s s õ e s  p a r a  1B, C e F como:
B = f f ['F(Q ) ]tG ( p , Q ) t[$(p) ] dQq daQp ( 2 . 1 1 5 )
J3QJQ
<c = f f ['P(Q)]tG ( P , Q ) t['F(P)] dQq dQp (2 . 1 1 6 )
J QJ Q
e F = I* f [$(q) ]tG ( P , q ) t ['F(P) 3 dQp d3Qq (2 . 1 1 7 )
3Q 0
n o t a - s e  que C  é u m a  m a t r i z  s i m é t r i c a  e que B = F t . D e s s a  m a n e i r a ,  
u t i l i z a n d o  as p r o j e ç õ e s  d a  f u n ç ã o  de G r e e n  e s c r e v e - s e :
B  = IF1 = f [Y(P) ]t ['P(P) ] dQp <GCP = A  <GCP (2 . 1 1 8 )
e €  = (Ct = f [*(P) ]t ['P(P) ] dQp <0DP = A  <GDP (2.119)
Q
U m a  v e z  que o v e t o r  {b} é c o n h e c i d o  i n i c i a l m e n t e ,  r e s o l ­
v e n d o  a E q . ( 2 . 8 1 )  d e t e r m i n a - s e  { f }. Os v a l o r e s  de u(Q) são f a c i l ­
m e n t e  c a l c u l a d o s  a p a r t i r  da  E q . ( 2 . 6 7 )  u s a n d o  as E q s . ( 2 . 1 1 8 )  e 
(2.119), i.é:
{u } D = <GCP {f} + <Gdp {b} (2.120)
As m a t r i z e s  A  e D  t a m b é m  são f a c i l m e n t e  o b t i d a s  c o m  in­
t e g r a ç ã o  n u m é r i c a ,  e n q u a n t o  que a m a t r i z  E  t a m b é m  é c a l c u l a d a  sem 
m u i t a  d i f i c u l d a d e  com:
E  = [<GC p ]1 f [ * ( p ) ] t [í(p)] ddQp = [<ECp]t ff) (2.121)
dQ
que c o m p l e t a  o c á l c u l o  de todas as m a t r i z e s  n e c e s s á r i a s  p a r a  im­
p l e m e n t a ç ã o  do m é t o d o .
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1 0 . C O M O  S E L E C I O N A R  AS C O N S T A N T E S  k 1 s .í
S a l i e n t o u - s e  a n t e r i o r m e n t e  que v a l o r e s  n u m é r i c o s  p a r a  as
c o n s t a n t e s  k *s p o d e m  ser a r b i t r a d o s  l e v a n d o - s e  e m  c o n s i d e r a ç ã oi
a p e n a s  d o i s  c r i t é r i o s :
1-k t 0 ei
2 - D e v e  n ã o  c o m p r o m e t e r  o c o n d i c i o n a m e n t o  final do s i s t e ­
m a  de e q u a ç õ e s  p a r a  a p r o x i m a ç ã o  das p r o j e ç õ e s  da 
f u n ç ã o  de Gr e e n .  E s t e  fato p o d e  ser m e l h o r  v i s u a l i z a d o  
agora, pois a f o r m a  b i l i n e a r  B (•,•) influi d i r e t a m e n ­
te na  m a t r i z  de r i g i d e z  do e l e m e n t o  f i n i t o  e é e s t a  
p a r c e l a  que " c a r r e g a "  o o p e r a d o r  H ' .
E n t r e t a n t o ,  o b s e r v a n d o  m a i s  a t e n t a m e n t e  a e x p r e s s ã o  da 
q u a n t i d a d e  d e f i n i d a  c o m o  F(p), F (p ) = (Jf+Jf’ ) u(p), a p r i m e i r a  p a r ­
c e l a  r e p r e s e n t a  a " r e a ç ã o / f l u x o "  real do p r o b l e m a ,  e n q u a n t o  a s e ­
g u n d a  r e p r e s e n t a  a " r e a ç ã o / f l u x o "  f i c t í c i o .  D e v i d o  a este fato, 
t o r n a - s e  n e c e s s á r i o  u m a  t e r c e i r a  regra:
3-As c o n s t a n t e s  k >s d e v e m  ser a p l i c a d a s  s o m e n t e  na  par-i
c e l a  do c o n t o r n o  o n d e  e x i s t e m  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  do 
tipo D i r i c h l e t  h o m o g ê n e a s .  D o  c o n t r á r i o ,  a p a r c e l a  
"J\T’u( p ) "  i n t r o d u z  u m  f l u x o  f i c t í c i o  e m  (2.53) e 
(2.55), t o r n a n d o  n e c e s s á r i o  o p ó s - p r o c e s s a m e n t o  dos 
v a l o r e s  o b t i d o s  d i r e t a m e n t e  d e s s a s  e q u a ç õ e s .  U m a  o u t r a  
a l t e r n a t i v a ,  t a m b é m  u t i l i z a d a  n e s t e  t r a b a l h o ,  é a r b i ­
trar v a l o r e s  p a r a  k 'S de tal m o d o  que Jfu(p) >> Jf’ u(p)i
p a r a  e v i t a r  o p ó s - p r o c e s s a m e n t o  de u ( P ) / u ( p ) .
O a s p e c t o  final da  a t r i b u i ç ã o  dos v a l o r e s  pa r a  k 'S éí
e s t u d a d o  no p r ó x i m o  it e m  e m  c o n j u n t o  c o m  o t ó p i c o  " S u b r e g i o e s ".
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1 0 . S U B R E G I Õ E S
S e j a  a p a r t i ç ã o  do d o m í n i o  e m  d o i s  s u b d o m í n i o s ,  c o m  as 
r e s p e c t i v a s  m a l h a s  de e l e m e n t o s  de c o n t o r n o ,  como i l u s t r a d o  na 
F i g .9.
F i g . 9  - P a r t i ç ã o  do D o m í n i o  e m  2 S u b d o m í n i o s .
P a r a  o s u b d o m í n i o  "j", j = l,2; é v á l i d o  o s i s t e m a  de 
e q u a ç õ e s  no c o n t o r n o  :
o
D  {u} = E  { f } + F {b} (2.122)j j j
que, por c o n v e n i ê n c i a  é m e l h o r  ser r e e s c r i t o  n a  forma:
f J }  + F.  {b}
j-J . J j ^ k ; j ,k = 1,2
E jk (2. 123)
on d e  o s u b - í n d i c e  "j" i n d i c a  s u b d o m í n i o  e "jk" a i n t e r f a c e  do
s u b d o m í n i o  "j" c o m  o s u b d o m í n i o  "k".
C o m o  o n ú m e r o  de e q u a ç õ e s  do s i s t e m a  (2.122) é m e n o r  que
o n ú m e r o  de i n c ó g n i t a s  do p r o b l e m a ,  é n e c e s s á r i o  e s t a b e l e c e r  "
c o n d i ç õ e s  de c o m p a t i b i l i d a d e "  p a r a  os s u b d o m í n i o s  1 e 2. Assim,
na  i n t e r f a c e  6Q /6Q tem-se:
1 2  21
1- C o n t i n u i d a d e  de " d e s l o c a m e n t o " ,  i.é:
(u } = (u } (2. 124)
1 2  2 1
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2- S o m a t ó r i o  de " r e a ç õ e s / f l u x o "  nulo, i.é:
Jf ’ = - Jf ’ 
1 2  21
(f } = -íf } (2.125)12 21
D e s s a  ú l t i m a  i d e n t i d a d e  tem-se:
F (p) = (Jf +Jf ’) u (p ) = {Jf +Jf ’) u (p ) = -F (p) (2.126) 12 12 12 ' 2 1  21 21
(2.127)
de o n d e  c o n c l u i - s e  a ú l t i m a  r e g r a  p a r a  s e l e ç ã o  dos v a l o r e s  de
k * s , i.é :i
"Em i n t e r f a c e s  de s u b d o m í n i o s  d e v e - s e  e s p e c i f i c a r  v a l o r e s
p a r a  k 's p o s i t i v o s  de u m  lado e n e g a t i v o s  do outro, 
i
q u a n d o  a E q . ( 2 . 1 2 5 )  é s a t i s f e i t a . "
T o m a n d o  como e x e m p l o  o ca s o  i l u s t r a d o  na F i g .10, p a r a  
e f e t u a r  a c o m p a t i b i l i d a d e  das " r e a ç õ e s / f l u x o s "  no n ó  da 
i n t e r s e c ç ã o  dos três s u b d o m í n i o s  d e v e - s e  e s p e c i f i c a r  (por c o m o d i ­
da de) t odos k ’s n u l o s  n e s t e  ponto. P a r a  e s t a  s i t u a ç ã o  p o d e r í a m o s
i
ter e m  3Q k ’s p o s i t i v o s  (em dQ k ’s n e g a t i v o s ) ,  em  dQ k ’s
3 2  i  2 3  i  3 1  i
n e g a t i v o s  (em dQ k ’s p o s i t i v o s )  e k ’s n e g a t i v o s  (em dQ
1 3  i  1 2  i 2 1
k ’s pos i t i v o s ).i
P a r a  " f o r ç a  de c o r p o  g e n e r a l i z a d a "  n u l a  o s i s t e m a  final 
de e q u a ç õ e s  no c o n t o r n o  r e p r e s e n t a t i v o  da s i t u a ç ã o  i l u s t r a d a  na 
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q ue é e x a t a m e n t e  o s i s t e m a  final o b t i d o  p e l o  B E M  p a r a  duas s u b r e -  
g i Õ e s  .
F i g . 10 - V a l o r e s  de k ’s nas I n t e r f a c e s  dos S u b d o m í n i o s .i
1 1 . C O N C L U S Õ E S
O o b j e t i v o  d e s t e  c a p í t u l o  foi dar c o n s i s t ê n c i a  
m a t e m á t i c a  p a r a  o M é t o d o  da F u n ç ã o  de G r e e n  Local. A  m e s m a  t e o r i a  
a p r e s e n t a d a  aqui s e r v e  t a m b é m  p a r a  o D B E M  e G a  1e r k i n - B E M .
O f a t o  de que a a p r o x i m a ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  é e x e c u ­
t a d a  c o m  u s o  do F E M  p o s s i b i l i t a  seu c á l c u l o  em  s i t u a ç õ e s  o n d e  são 
c o n h e c i d o s  a p e n a s  o o p e r a d o r  a d j u n t o  e suas c o n d i ç õ e s  de c o n t o r ­
no. D e s s a  m a n e i r a ,  o g r a n d e  i n c o n v e n i e n t e  do B E M  é s o l u c i o n a d o  de 
m o d o  s i m p l e s  e e l e g a n t e  c o m  c á l c u l o  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de
G r e e n  na b a s e  do e s p a ç o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  7 ( & , f i )  . O u t r a  c a ­
r a c t e r í s t i c a  m a r c a n t e  é que todos os i n t e g r a n d o s  que a p a r e c e m  no 
c á l c u l o  das m a t r i z e s  A,IB, • . . ,!F são b e m  c o m p o r t a d o s .  D o i s  f a t o r e s  
i m p o r t a n t e s  l e v a m  a isto: a a p r o x i m a ç ã o  da  F u n ç ã o  de G r e e n  c i t a d a  
a c i m a  e a e x p a n s ã o  do t e r m o  e n v o l v e n d o  o o p e r a d o r  de N e u m a n n ,  a m ­
bo s  c o m  o FEM.
F i n a l m e n t e ,  c o m o  m o s t r a - s e  nos c a p i t u l o s  s e g u i n t e s ,  c a ­
r a c t e r í s t i c a s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a n o d a l  de " d e s l o c a m e n t o  g e n e ­
r a l i z a d o "  e " e s f o r ç o s  g e n e r a l i z a d o s "  o b s e r v a d a s  no BEM, t a m b é m  
são c a r a c t e r í s t i c a s  m a r c a n t e s  do MLGFM.
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CAPÍTULO 3 
O MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM) 
APLICADO A PROBLEMAS DE POTENCIAL
3. 1 - I N T R O D U Ç Ã O
A T e o r i a  P o t e n c i a l  e s t u d a  a s o l u ç ã o  das e q u a ç õ e s  de 
P o i s s o n  e L a p l a c e .  T a i s  e q u a ç õ e s  são c a r a c t e r i z a d a s  por dois f a ­
tores e x t r e m a m e n t e  i n t e r e s s a n t e s  p a r a  a a n á l i s e  n u m é r i c a :
1.A e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  é " b a s t a n t e  simpl e s " ,  p e r m i t i n d o  
sua a n á l i s e  c o m  u s o  de e s c a l a r e s .  E s t e  fato q uase que n e c e s s a r i a ­
m e n t e  t o r n a  es t e  tipo de p r o b l e m a  o m a r c o  inicial de n o v a s  
t é c n i c a s  n u m é r i c a s ,  co m o  a c o n t e c e u  c o m  o M é t o d o  de E l e m e n t o s  de 
C o n t o r n o  ( B E M ); e
2. A  e q u a ç ã o  na sua f o r m a  g e n é r i c a  r e p r e s e n t a  u m  n ú m e r o  
m u i t o  g r a n d e  de a p l i c a ç õ e s  p r á t i c a s ,  como: o c a mpo g r a v i t a c i o n a l , 
e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l  de f luidos, e s c o a m e n t o  de f l u i d o  
i n c o m p r e s s í v e 1 em m e i o s  p o r o s o s  rig i d o s ,  f l u x o  de calor, f l u x o  de 
c o r r e n t e  e l é t r i c a  e m  c o n d u t o r e s ,  c a m p o  m a g n é t i c o  i n d u z i d o  por 
c o r r e n t e  e l é t r i c a ,  t o r ç ã o  de e i x o , . . . .
D e v i d o  a e s t a s  du a s  p r i n c i p a i s  c a r a c t e r í s t i c a s ,  os p r o ­
b l e m a s  de p o t e n c i a i s  tem s i d o  v a s t a m e n t e  e s t u d a d o s  c o m  o u s o  de 
t é c n i c a s  a n a l i t i c a s  e n u m é r i c a s .  As t é c n i c a s  a n a l í t i c a s  e s t a b e l e ­
c e m  q u e s t õ e s  s o b r e  a e x i s t ê n c i a  e a u n i c i d a d e  das s o l u ç õ e s ,  p o r é m  
t o r n a m - s e  i n v i á v e i s  na m e d i d a  em que o c o n t o r n o ,  as c o n d i ç õ e s  de 
c o n t o r n o ,  a e x c i t a ç ã o  e / o u  as p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  do m e i o  se
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t o r n a m  c o m p l e x a s .  N u m e r i c a m e n t e ,  os m é t o d o s  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  
(FEM), E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  (BEM) e V o l u m e s  F i n i t o s  v e m  s e n d o  
l a r g a m e n t e  u t i l i z a d o s  e, c o m p a r a t i v a m e n t e ,  os r e s u l t a d o s  a p r e s e n ­
t a d o s  p e l o  B E M  se m o s t r a m  b a s t a n t e  a t r a t i v o s  c o m  r e l a ç ã o  às o u ­
tras t é c n i c a s .
p a r a  p o t e n c i a l  c o m o  p a r a  f l u x o  a l c a n ç a d a s  p e l o  BEM, e x i s t e  um  
g r a n d e  i n c o n v e n i e n t e  que l i m i t a  as a p l i c a ç õ e s  do m é t o d o :  o 
c o n h e c i m e n t o  p r é v i o  de u m a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  do p r o b l e m a  
a d j u n t o .  S i t u a ç õ e s  de n ã o  h o m o g e n e i d a d e  das c o n s t a n t e s  f í s i c a s  
são s u f i c i e n t e s  p a r a  i n v i a b i l i z a r  o c á l c u l o  de u m a  s o l u ç ã o  
f u n d a m e n t a l  e i n c o m p a t i b i l i z a r  a a p l i c a ç ã o  do m é t o d o .
d e s e n v o l v e r a m  e u t i l i z a r a m  o M é t o d o  da  F u n ç ã o  de G r e e n  L ocal M o ­
d i f i c a d o  na  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  de m e m b r a n a s  e l á s t i c a s ,  e l i m i n a n ­
do e s t e  i n c o n v e n i e n t e  do B E M  e m a n t e n d o  as c a r a c t e r í s t i c a s  de su- 
p e r c o n v e r g ê n c i a  t a n t o  p a r a  f luxo co m o  p a r a  p o t e n c i a l .  B a r b i e r i  & 
B a r c e l l o s  (a ser p u b 1 i c a d o ,1992) m o s t r a r a m  que o M L G F M  po d e  ser 
c o m p r e e n d i d o  c o m o  s e n d o  u m a  e x t e n s ã o  do G a l e r k i n - B E M .
m é t o d o  p a r a  os p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  c o m p a r a ç õ e s  c o m  o u t r o s  
m é t o d o s  n u m é r i c o s ,  t axas e x p e r i m e n t a i s  de c o n v e r g ê n c i a  p a r a  as 
v e r s õ e s  4  e -p., a p l i c a ç õ e s  p a r a  p r o b l e m a s  s i n g u l a r e s  e de não h o ­
m o g e n e i d a d e  das p r o p r i e d a d e s  físicas.
3 . 2 - F O R M A L I S M O  D O  M L G F M  P A R A  OS P R O B L E M A S  DE  P O T E N C I A L .
Nos p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  o i n t e r e s s e  é m i n i m i z a r  f u n ­
c i o n a i s  do tipo:
A p e s a r  das e x c e l e n t e s  p r o p r i e d a d e s  de c o n v e r g ê n c i a  tanto
R e c e n t e m e n t e ,  S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  & S i l v a  (1987),
Nos p r ó x i m o s  itens, a p r e s e n t a - s e  o d e t a l h a m e n t o  d esse
J(u) = 0.5 B ( u , u )  + F(b,u) - f(q,u) (3.1)
o n d e  B(*,*) é a f o r m a  b i l i n e a r




s e n d o  X u m a  f u n ç ã o  e s c a l a r  e s p e c í f i c a  do meio, H da f o r m a
H =
h h hii 12 13= h h h21 22 23
h h h31 32 33 .
(3.3)
e F ( b ,u ) / f ( q ,u ) t a m b é m  são f o r m a s  b i l i n e a r e s  d e f i n i d a s  como:
F( b, u)  = [ b u d f l  
Q
f ( q > u ) = f q u ddQq
(3.4)
(3.5)
S e m  p e r d a  de g e n e r a l i d a d e ,  de a g o r a  e m  d i a n t e  são a d o t a ­
das as h i p ó t e s e s :  Q c R 2 e H  é s i m é t r i c a .  M i n i m i z a n d o  o f u n c i o n a l  
J(u) o b t e m - s e  o s e g u i n t e  si s t e m a :
- [ ( h  u,x),x + 2( h  u,y),x + (h u,y),y] -X u - -b e m  fí1 1 T. fac
u = u 
q = q
e m  dOu 
em  dQq (3.6)
o n d e  3Qu e 6Qq r e p r e s e n t a m  p a r t e s  do c o n t o r n o  on d e  o p o t e n c i a l  u
e o f l u x o  q são e s p e c i f i c a d o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  b é a e x c i t a ç ã o ,
h e X são c o n s t a n t e s  f í s i c a s  do m e i o  e o s í m b o l o  (■)» in d i c a  j k k
d e r i v a d a  p a r c i a l  c o m  r e l a ç ã o  a c o o r d e n a d a  " k " . D e s s a  m i n i m i z a ç ã o  
a i n d a  r e s u l t a :
q = h n x u ,x + h n x u , y + h n y u,x + h n y u , y (3.7)
11  12 21 2 2
o n d e  (nx ,ny ) são as c o m p o n e n t e s  do v e t o r  n o r m a l  ao c o n t o r n o ,  n.
D as E q s . ( 3 . 6 )  e (3.7) i d e n t i f i c a - s e  o o p e r a d o r  d i f e r e n ­
cial d e o o p e r a d o r  de N e u m a n n  Jf, r e s p e c t i v a m e n t e .  Os r e s p e c t i v o s  
o p e r a d o r e s  p a r a  o p r o b l e m a  a d j u n t o  são o b t i d o s  r e e s c r e v e n d o  
B (• , •) na f o r m a :
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F i g . 1 - I d e n t i f i c a ç ã o  de 9fiu e dQq .
B (G , u ) = f ( VG.H-VU - X G u  ) dQ (3.8)
e c o m  p o s t e r i o r  m i n i m i z a ç ã o  c o m  r e l a ç ã o  a u. D e s s e  p r o c e s s o  
o b t e m - s e :
d&d = - [ ( •  ),x ],x - 2 [ h ^ 2 ( • ),y ] ,x - [h22(«),y],y - X(*) (3.9)
e
JfszJf =h nx (• ) , x + h nx (• ) > y + h ny(«),x + h n y (*)>y (3.10)XI 1 b b 1 G u
De p o s s e  dos o p e r a d o r e s  d i f e r e n c i a i s  do p r o b l e m a  a d j u n ­
to, as a p r o x i m a ç õ e s  da f u n ç ã o  de G r e e n  p o d e m  ser c a l c u l a d a s  pe l o  
M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  r e s o l v e n d o  os p r o b l e m a s  1* e 2*, 
e q u a ç õ e s  ( 2 . 1 0 6 ) - ( 2 .  107) e (2 . 1 0 8 ) - ( 2 . 1 0 9 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .
P a r a  f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o ,  a d m i t e - s e  que a d i s c r e t i -  
z a ç ã o  do d o m i n i o  s e j a  f e i t a  com e l e m e n t o s  f i n i t o s  b i l i n e a r e s  (4 
nós) e a do c o n t o r n o  com e l e m e n t o s  l i n e a r e s  (2 nós). D e s s a  m a n e i ­
ra, a a p r o x i m a ç ã o  do e s c a l a r  u e m  c a d a  e l e m e n t o  de d o m í n i o  pode 
ser e s c r i t a  como:
u = [ <f> V- V, V. ]{ u u u u }*• = m { u }  (3.11)1 2 3 4  1 2 3 4
o n d e  ty.,u r e p r e s e n t a m  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  de 
d o m í n i o  e o v a l o r  de u no nó  "i" local, r e s p e c t i v a m e n t e .  A m e s m a  
a p r o x i m a ç ã o  p o d e  ser r e a l i z a d a  no c o n t o r n o  c o m  uso das f u n ç õ e s  de 
i n t e r p o l a ç ã o  de c o n t o r n o  c a l c u l a d a s  co m o  " t r aço" das f u n ç õ e s  de 
i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i o , i . é :
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u = [ ^  <p2 ]{ Ui u ^ 1 = [4>]{u} (3.12)
o n d e  <p é a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  local de c o n t o r n o  e u i i
o v a l o r  do p o t e n c i a l  u no n ó  local "i".
(a) (b) (c)
F i g . 2 -  E l e m e n t o  F i n i t o  B i l i n e a r  (a) i - é s i m a  F u n ç ã o  de I n t e r p o l a ­
ção de D o m í n i o  (b) e j - é s i m a  F u n ç ã o  de I n t e r p o l a ç ã o  de Conto r n o ,
G l o b a l m e n t e ,i .é , u s a n d o  as f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  g l o ­
bais, o e s c a l a r  u é a p r o x i m a d o  no d o m í n i o  com:
u = [ ® ® V . . .tf» ] { u u u . . . u } t = [¥]{u}1 2  3 ni n 1 2  3 ntn (3.13)
o n d e  tp. r e p r e s e n t a  a g o r a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  de 
d o m í n i o  g l o b a l  e "ntn" o n ú m e r o  total de nós da d i s c r e t i z a ç ã o . De 
m a n e i r a  a n á l o g a ,  no c o n t o r n o  t e m - s e  :
u = [ < f >  <p . . .<p ] { u  u1 2 ntnc 1 2 U J1, = [<|)]{u}ntnc (3.14)
o n d e  <f> r e p r e s e n t a  a g o r a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  global i
do c o n t o r n o  e "ntnc" o n ú m e r o  total de nós no c o n t o r n o .
N o t e  que, u m a  vez e s t a b e l e c i d o  o tipo de e l e m e n t o  e a 
m a l h a  u t i l i z a d a ,  o e s p a ç o  y(A,fi) de e l e m e n t o s  f i n i t o s  o n d e  as 
p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  são r e a l i z a d a s  t a m b é m  e s t á  d e f i n i d o  
e c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  g r a n d e z a s  A e ji que d e f i n e m  o m a i o r  
d i â m e t r o  e x t e r n o  d e n t r e  os e l e m e n t o s  da m a l h a  e o g r a u  do 
p o l i n ó m i o  a p r o x i m a d o r ,  r e s p e c t i v a m e n t e .
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(a) (b)
F i g . 3 -  F u n ç õ e s  de I n t e r p o l a ç ã o  G l o b a i s  de D o m í n i o  (a) 
F u n ç õ e s  de I n t e r p o l a ç ã o  G l o b a i s  de C o n t o r n o  (b)
3 . 2 . 1 -  A P R O X I M A Ç Ã O  D A S  P R O J E Ç Õ E S  D A  F U N Ç A O  D E  GREEN.
As p r o j e ç õ e s  da f u n ç ã o  de G r e e n  Gd(P), Gd ( p ) ,  Gc(P) e 
G c ( p ) ,  d e f i n i d a s  no C a p í t u l o  2, são c a l c u l a d a s  c o m  o M é t o d o  de 
E l e m e n t o s  F i n i t o s  e a p a r t i r  dos P r o b l e m a s  1 e 2; E q s . ( 2 . 9 0 ) -  
(2.91) e ( 2 . 9 2 ) - ( 2 . 9 3  ) , r e s p e c t i v a m e n t e .  R e p e t e - s e  por 
c o n v e n i ê n c i a  e p a r a  m a i o r  d e t a l h a m e n t o ,  todo o p r o c e d i m e n t o  r e a ­
lizado a p a r t i r  d e s s e s  d o i s  p r o b l e m a s  pa r a  o c á l c u l o  d e s s a s  p r o ­
j e ç õ e s  .
3 . 2 . 1 . 1 - A P R O X I M A Ç Ã O  D E  G d ( P ) / G d ( p )
P r o b l e m a  1
(3.15)
(3.16)
P a r a  o b t e r  as p r o j e ç õ e s  G d (P) e Gd(p), do
t e m - s e :
d* G ( P , Q ) = 5 ( P , Q ) 
’ ) G ( p , Q ) = 0
V P , Q g Q
V Q e 0; p e 0Q
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P ó s - m u l t i p l ic a n d o  a E q . ( 3 . 1 5 )  por [Y (Q )] e i n t e g r a n d o  no 
d o m í n i o  Q m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, r esulta:
st G d (P ) = [*(P) ] (3.17)
e c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  d a  E q . ( 3 . 1 6 )  o b t e m - s e :
) Gd(p) = 0 (3. 18)
N o t e  que G d ( P )  é da  forma:
G d (P ) = f G (P ,Q ) [ Y ( Q )] dQq = [gd (P) gd (P) ... gd (P)] (3.19)J q  1 2 ntn
o n d e  gd (P) = f  G ( P , Q )  tp (Q) dílQ .
j  J Q J
A t e r m o  gd (P) r e p r e s e n t a  a j - é s i m a  c o m p o n e n t e  da j
p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  G( P , Q )  na  b a s e  que d e f i n e  o e s p a ç o  de 
e l e m e n t o s  f i n i t o s  Y(A ,fi) .
A s s i m  sendo, a E q . ( 3 . 1 7 )  pode ser r e e s c r i t a  e m  t e r m o s  de 
c a d a  u m a  das c o m p o n e n t e s  d e s s a  p r o j e ç ã o ,  i.é:
d* gd (P) = tf) (P) j = 1 , 2 , . . .ntn (3.20)j j 
e a E q .(3.18) c o m o :
( # * + #’) gd (p) = 0 j = l , 2 , . . . n t n c  (3.21)j
D e s s a s  duas ú l t i m a s  e q u a ç õ e s ,  c o n c l u i - s e  que c a d a  c o m p o ­
n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  G d (P) na b a s e  do e s p a ç o  
Y ( A ,^ )  o b e d e c e  t a m b é m  à e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do p r o b l e m a  a d j u n t o  
o r i g i n a l ,  p o r é m  c o m  m o d i f i c a ç õ e s  nas c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  d e v i d o  
a p r e s e n ç a  do o p e r a d o r  Jf’ (daí o n o m e  M L G F M ) . C o m o  c o m e n t a d o  no 
C a p í t u l o  2, a r e g u l a r i d a d e  da p r o j e ç ã o  G d ( P ) / G d ( p )  é s u p e r i o r  à 
da f u n ç ã o  de G r e e n  G( P , Q )  e tal fato é f a c i l m e n t e  v e r i f i c a d o  
a t r a v é s  das E q s . ( 3 . 1 5 )  e (3.20). E n q u a n t o  em (3.15) o t e r m o  de 
e x c i t a ç ã o  é a " f u n ç ã o  Ô-Dirac", na (3.20) a e x c i t a ç ã o  tem (no 
m í n i m o )  c o n t i n u i d a d e  6°(Q).
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F i n a l m e n t e ,  a ú l t i m a  e t a p a  é o b t e r  a p a r t i r  das E q s . 
(3.20) e (3.21) a a p r o x i m a ç ã o  de e l e m e n t o s  f initos. A m a n e i r a  
m a i s  a p r o p r i a d a  é a p l i c a r  o G a l e r k i n - F E M  (não é n e c e s s á r i o  o c o ­
n h e c i m e n t o  de u m  f u n c i o n a l  n a  sua f o r m a  e x p l í c i t a ) ,  porém, n e s t e  
caso, é p o s s í v e l  e s c r e v e r  o f u n c i o n a l  J{ gd ) c u j a  m i n i m i z a ç ã o  re-j
s u l t a  as d u a s  e q u a ç õ e s  c i t a d a s .  E s t e  f u n c i o n a l  é :
J( g d  ) = 0.5 B ( g d  ,gd ) + B (gd ,tp ) - 0 .5  B (gd ,gd ) (3.23)j j j i j j 2 j j
o n d e  B (•, •) é a f o r m a  b i l i n e a r  do p r o b l e m a  o r i g i n a l
B ( g d  ,gd ) = f { v g d  -H-Vgd - \ gd *gd } díí (3.24)
j  j  J q  j  j  j  J
B (•,•) é o u t r a  f o r m a  b i l i n e a r  s o b r e  o d o m í n i o  i
B (gd , tf) ) = f gd tf> dQ (3.25)i j j J q  j j
e B (*,•) é u m a  f o r m a  b i l i n e a r  d e f i n i d a  no c o n t o r n o  na  f o r m a
2
B (gd ,gd ) = f gd ( JT’gd ) ddQ (3.26)2 J j Jafí j J
E x p a n d i n d o  a c o m p o n e n t e  gd (P) c o m  a t é c n i c a  de e l e m e n -í
tos f i n i t o s  tem-se:
gd.(P) = [ if) w . ..tf» ] [ gd gd ...gd (3.27)i 1 2  ntn i 1 i2 i " n t n ”
q ue p o d e  ser r e e s c r i t a  como:
gd (P) = [T(P)] {<EDP} (3.28)Í 1
o n d e  W P ) ]  é o c o n j u n t o  das f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i o
de e l e m e n t o s  fi n i t o s ,  gd r e p r e s e n t a  o v a l o r  no  n ó  "k" da
i k
D Pi - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  G d (P) e {<G } é o vetor:
i
{<GDP}. = [ gd gd. . . .gd.„ (3.29)i i 1 i2 i ” ntn”
A d m i t i n d o  e s t a  e x p a n s ã o  p a r a  a p r o j e ç ã o  G d ( P )  e m i n i m i -
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z a n d o  o f u n c i o n a l  J( gd ) c o m  r e s p e i t o  a c a d a  c o m p o n e n t e  gd  c o m  oÍ í
F E M , o b t e m - s e  o s i s t e m a  de e q u a ç õ e s :
[k +K*] [<GDP] = [im] (3.30)
o n d e  [K] é a m a t r i z  c o n v e n c i o n a l  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  p a r a  p r o ­
b l e m a s  de p o t e n c i a l .  Por ex e m p l o ,





H V j ’ X
V». >y > y
+ X tp.tfíj }dQ
i,j = l,ntn
(3.31)
p a r a  a a n á l i s e  b i d i m e n s i o n a l .  A m a t r i z  [K ] é p r o v e n i e n t e  d a  m o ­
d i f i c a ç ã o  i n t r o d u z i d a  q u a n d o  o o p e r a d o r  Jf’ é e s p e c i f i c a d o  no c o n ­
t o r n o  e / o u  p a r t e s  do c o n t o r n o  e vale:
[K*] = [ ádQ
dQ
(3.32)
A m a t r i z  [1M] tem f o r m a t o  i d ê n t i c o  à m a t r i z  m a s s a  c o m  d e n s i d a d e  
un i t ár i a , i . é :
[IM] = f m H ' ? ]  dQ 
Q
(3.33)
P a r a  p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  o o p e r a d o r  W ’ pode  ser a r ­
b i t r a d o  s i m p l e s m e n t e  na f o r m a  Jf’ = ko, on d e  ko é u m a  c o n s t a n t e  não 
n u l a  e s e g u i n d o  as o r i e n t a ç õ e s  c i t a d a s  no C a p í t u l o  2.
3 . 2 . 1 . 2 - A P R O X I M A Ç Ã O  D E  G c ( P ) / G c ( p )
De m a n e i r a  c o m p l e t a m e n t e  a n á l o g a  ao r e a l i z a d o  p a r a  o b t e r  
as p r o j e ç õ e s  G d ( P )  e Gd ( p ) ,  as p r o j e ç õ e s  G c(P) e G c (p ) são c a l c u ­
ladas a p a r t i r  do P r o b l e m a  2, i.é:
aí* G (P , q ) = 0 V P £ Q; q e «1 (3.34)
(Jf*+Jf’) G  ( p , q ) = 5(p,q) V p,q e ôfi (3.35)
P ó s - m u l t i p l i c a n d o  a E q . ( 3 . 3 4 )  por [$(q)] e i n t e g r a n d o  no 
c o n t o r n o  6Q m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, r esulta:
d* G c (P ) = 0 (3.36)
e c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  d a  E q . ( 3 . 3 5 ) ,  m a n t e n d o  a g o r a  o 
p o n t o  "p" fixo, o b t e m - s e :
(Jí*+Jf’ ) Gc(p) = [$(p) ] (3.37)
N o t e  q u e  G c(P) é da forma:
G c (P ) = f G ( P , q ) [ * ( q ) ]  ddQq = [gc (P) gc (P).-.gc t (P ) ] (3.38)J 1 2  n t n
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o n d e  gc.(P) = f G ( P , q )  <|>.(q) ddQq J >J Jao
A p a r c e l a  gc (P) r e p r e s e n t a  a j - é s i m a  c o m p o n e n t e  da pr o -  j
j e ç ã o  da F u n ç ã o  de Gr e e n ,  Gc ( P ) ,  na ba s e  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  d e ­
f i n i d a  s o b r e  o c o n t o r n o  do do m i n i o .  O u  seja, são f u n ç õ e s  de in­
t e r p o l a ç ã o  de g r a u  -p. d e f i n i d a s  como t r a ç o  das f u n ç õ e s  de i n t e r p o ­
lação que f o r m a m  a b a s e  de Y(A ,fi) .
A s s i m  sendo, a E q . ( 3 . 3 6 )  po d e  ser r e e s c r i t a  e m  t e r m o s  de 
c a d a  c o m p o n e n t e  d e s s a  p r o j e ç ã o ,  i.é :
sf* gc (P) = 0 j = 1 , 2 , . . . n t n c  (3.39) j
e a E q .(3.3 7) c o m o :
gc (p) = 0 (p) j = l ,2, . . .ntnc (3.40) j }
N o v a m e n t e ,  c a d a  u m a  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  na
b a s e  do c o n t o r n o  t a m b é m  o b e d e c e  a m e s m a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do 
p r o b l e m a  a d j u n t o  c o m  m u d a n ç a s  a p e n a s  no t e r m o  de e x c i t a ç ã o  e nas 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  Os m e s m o s  c o m e n t á r i o s  com r e l a ç ã o  a r e g u ­
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l a r i d a d e  e f e t u a d o s  no it e m  a n t e r i o r  são v á l i d o s  p a r a  G c ( P ) / G c ( p ) .
A s s i m  c o m o  p a r a  a p r o j e ç ã o  Gd ( P ) ,  é p o s s í v e l  e s c r e v e r  o 
f u n c i o n a l  J (gc .) c u j a  m i n i m i z a ç ã o  r e s u l t a  nas d u a s  e q u a ç õ e s  
a n t e r i o r e s .  E s t e  f u n c i o n a l  a s s u m e  a forma:
J (gc . )  = 0 . 5  B(gc ,gc . )  + B ( g c . ,<*>.) - 0 .5  B ( gc ,gc ) ( 3 . 4 1 )
J  j  J  3  j  j  4 j  j
o n d e  B(*,*) é a f o r m a  b i l i n e a r  do p r o b l e m a  o r i g i n a l
B (gc ,gc ) = f { Vgc *H-Vgc - X gc «gc } dí) (3 . 4 2 )
j  J  Jq j  j  J  j
B (•,•) é a f o r m a  b i l i n e a r  s o b r e  o c o n t o r n o
3
B (g c . , <fr ) = f gc daí) ( 3 . 4 3 )
3  j  j  j  j
e B (•,•) é o u t r a  f o r m a  b i l i n e a r  d e f i n i d a  no c o n t o r n o  e na f o r m a
4
B (gc ,gc ) = f gc (Jf’gc ) daí) (3.44)3í)  ^ J
E x p a n d i n d o  a c o m p o n e n t e  gc.(P) v i a  e l e m e n t o s  f i n i t o s
t e m - s e :
gc.(P) = [ t#> w ...xi) ] [ gc gc ...gc ]l (3.45)x 1 2  n t n  i 1 i2 i”n t n”
que p o d e  ser r e e s c r i t a  na forma:
gc.(P) = [Y(P)] {<GCP} . (3.46)1 1
o n d e  [*P(P)3 é o c o n j u n t o  das f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i o
de e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  gc r e p r e s e n t a  o v a l o r  no n ó  "k" da
i  k p  p" i - é s i m a "  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  Gc(P) e {G } é o vetor:
i
{<GCP}. = [ gc gc ...gc l1- (3.47)
i  i  1 i 2  i " n t n "
A d m i t i n d o  e s t a  e x p a n s ã o  p a r a  a p r o j e ç ã o  G c (P ) e m i n i m i ­
z a n d o  o f u n c i o n a l  J(gc ) c o m  r e s p e i t o  a c a d a  c o m p o n e n t e  gc c o m  oí í
FEM, o b t e m - s e  o s i s t e m a  de e q u a ç õ e s :
V
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[K +K *]  [<GCP] = [m] ( 3 . 4 8 )
o n d e  [K] e [K*] são as m a t r i z e s  c i t a d a s  a n t e r i o r m e n t e  e [m] vale:
[m] = f t*]1 !*] ddÇl (3.49)
F i n a l m e n t e ,  as E q s . (3.30) e (3.48) p o d e m  ser r e e s c r i t a s
n a  forma:
[iK+K*] [<GDP í <GCP]  = [ M j . ]  ( 3 . 5 0 )
de o n d e  s ã o  o b t i d o s  os v a l o r e s  n o d a i s  de c a d a  u m a  das p r o j e ç õ e s  
da F u n ç ã o  de G r e e n  G d ( P )  e G c ( P ) . C o m o  os v a l o r e s  de G d (p) e Gc(p) 
são t r a ç o s  dos v a l o r e s  de G d(P) e G c ( P ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  estas 
q u a n t i d a d e s  t a m b é m  são c a l c u l a d a s  c o m  a s o l u ç ã o  do s i s t e m a  
(3.50).
3 . 3 -  S I S T E M A  F I N A L  D E  E Q U A Ç Õ E S
U s a n d o  a F o r m a  de G r e e n  G e n e r a l i z a d a  p a r a  o o p e r a d o r  d i ­
f e r e n c i a l  sá e i n t r o d u z i n d o  as h i p ó t e s  do MLGFM, m o s t r o u - s e  no C a ­
p í t u l o  2 que o v a l o r  do p o t e n c i a l  u(Q); V Q e í), v a l e  :
u (Q ) = f  G Í P . Q ^ M P )  dfíp + f G Í p . Q ) 1- F(p) ddQp (3.51)Jo Jao
e u s a n d o  a p r o p r i e d a d e  do t r aço n e s t a  e q u a ç ã o  tem-se:
u (q ) = f G Í P . q J ^ t P )  dfíp + f G ( p , q ) 1 F(p) d6QP (3.52)
p a r a  V q e ôQ, s e n d o  F(p) = f (Jf+Jf’ ) u (p ) ddft e b(P) a f o r ç a  de
JdQ
c o r p o  g e n e r a l i z a d a .
F i n a l m e n t e ,  u s a n d o  a d i s c r e t i z a ç ã o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  
e a p l i c a n d o  o m é t o d o  r e s i d u a l  de G a l e r k i n  n e s t a s  du a s  e q u a ç õ e s
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o b t e m - s e :
A  {u}° = B  {f} + <C {b} (3.53)
ID { u } c = E  {f} + F  {b} (3.54)
o n d e  {f} e {b} r e p r e s e n t a m  os v a l o r e s  n o d a i s  de F(p) e 
b (P), r e s p e c t i v a m e n t e .  As m a t r i z e s  A, IB,...e F  são o b t i d a s  a p a r ­
tir de i n t e g r a ç õ e s  e valem:
A  = f ['Fí Q) ] [ ^ ( Q ) ] d Q = [IM] (3.55)
B  = f G d ( p ) t [ $ ( p ) 3 daftp (3.56)
J dQ
C  = f G d ( P ) 1 [V (P) ] díJp (3.57)
J ft
D = f [*(q) ]t[$(q) 1 daííq = [m] (3.58)
J dQ
E  = f G c ( p ) t [*(p)] ddQp (3.59)
dQ
e F  = f G c ( P ) t ['F(P) ] dfíp (3.60)
Q
C o m  as a p r o x i m a ç õ e s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  
r e a l i z a d a s ,  de a c o r d o  c o m  as E q s . ( 2 . 1 1 8 )  e (2.119) e s c r e v e - s e :
B = F t = A  <GCP . (3.61)
e (D = A  <GDP (3.62)
A ú l t i m a  m a t r i z  n e c e s s á r i a  p a r a  c o m p l e t a r  a a n á l i s e  
n u m é r i c a  do p r o b l e m a  é a E. E n t r e t a n t o ,  de p o s s e  dos v a l o r e s  n o ­
d a i s  de [<ECP ], no c o n t o r n o  a p r o j e ç ã o  Gc(p) p o d e  ser a p r o x i m a d a  
por :
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Gc ( p ) = [ 4> ( p ) ] [<GCp] (3.63)
o n d e  [<EC p ] são v a l o r e s  n o d a i s  a p r o p r i a d a m e n t e  s e l e c i o n a d o s  de
[<EC P ] í i.é, são os v a l o r e s  do c o n t o r n o  (já c o n h e c i d o s  d e v i d o  às
c a r a c t e r í s t i c a s  do FEM) n e c e s s á r i o s  p a r a  as i n t e r p o l a ç õ e s .  Então,
a m a t r i z  E  p o d e  ser r e e s c r i t a  como:
o que c o m p l e t a  o c á l c u l o  de todas as m a t r i z e s .
3 . 4 -  A P L I C A Ç Õ E S
D e v i d o  ao fato de que a F u n ç ã o  de G r e e n  é p r o j e t a d a  na 
b a s e  do e s p a ç o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  7(A,fi), p a r a  a n á l i s e  b i ­
d i m e n s i o n a l  f o r a m  u t i l i z a d o s  os e l e m e n t o s  i l u s t r a d o s  na F i g . 4  p a ­
ra a a p r o x i m a ç ã o  d e s s a s  p r o j e ç õ e s .  Na  a n á l i s e  t r i - d i m e n s i o n a l  os 
e l e m e n t o s  u s a d o s  são os que a p a r e c e m  na Fig.5. V a l e  a p e n a  l e m ­
brar, que a m a l h a  de e l e m e n t o s  de c o n t o r n o  a c o m p a n h a  a m a l h a  de 
e l e m e n t o s  f i n i t o s , i . é ,  p a r a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  q u a d r á t i c o s  u s a m - s e  





tr03po qu04po quOÔpo qu09po qu16po qu25po
F i g . 4 -  E l e m e n t o s  U s a d o s  na A n á l i s e  B i - D i m e n s i o n a 1.
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he08po he27po
F i g . 5 -  E l e m e n t o s  U s a d o s  n a  A n á l i s e  T r i - D i m e n s i o n a l .
3 . 4 . 1 - C O M P A R A Ç Õ E S  C O M  O U T R O S  M É T O D O S
As p r i m e i r a s  a p l i c a ç õ e s  são e s t u d a d a s  c o m  i n t u i t o  p u r a ­
m e n t e  de c o m p a r a r  r e s u l t a d o s  c o m  o u t r a s  t é c n i c a s  n u m é r i c a s  e/ o u  
s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s .  A s s i m  t e mos :
P r o b l e m a  1.D e t e r m i n a r  u(x) tal que
o n d e  Q = { x = (x,y) € IR2 : -1 £ x , y  <; 1 } e dft = { x = (x,y) g  
IR2 : x , y  = ± 1 }. A s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  é:
u (x ,y ) = (1- x 2 ) ( 1 - y 2 )
e a " e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o " ,  U ( n ) , é igual a 2 . 8 4 4 4 4 4 4 4 4 E + 0 .
C o m  o b j e t i v o  de d e m o n s t r a r  a e f i c i ê n c i a  do M L G F M , a p e n a s  
u m  q u a r t o  do d o m í n i o  é d i s c r e t i z a d o  ( d e v i d o  a s i m e t r i a  do p r o b l e ­
ma) c o m  u s o  de u m  e l e m e n t o  f i n i t o  q u 0 4 p o  e 4 e l e m e n t o s  lin e a r e s  
de c o n t o r n o ,  co m o  m o s t r a  a Fig.6.
A u (x ) = -2 [( 1-x2 ) + (1-y2 )] 
u ( x ) = 0
v x e n











F i g . 6 -  D o m í n i o  e D i s c r e t izaç ã o  do D o m í n i o  e C o n t o r n o .
N a  T a b . l ,  a p r e s e n t a m - s e  d o i s  r e s u l t a d o s  p a r a  o prob l e m a :  
o p r i m e i r o  é o b t i d o  s e m  o u so de nós d u p l o s  e e s p e c i f i c a n d o - s e  
p o t e n c i a l  n u l o  n os nós de d e s c o n t  i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  de c o n ­
t o r n o  e o s e g u n d o  c o m  nós d u p l o s  n e s t e s  p o n t o s  (Fig.6).
A  T a b e l a  2 m o s t r a  a i n f l u ê n c i a  da e s c o l h a  do o p e r a d o r  Jf' 
e é m o n t a d a  c o m  u s o  da m a l h a  c o m  nós d u p l o s  c i t a d a  a n t e r i o r m e n t e .
T r ê s  i m p o r t a n t e s  c o n c l u s õ e s  p o d e m  ser t i r a d a s  d e s s e s  r e ­
s u l t a d o s  :
T a b . l -  S o l u ç ã o  C o m  e S e m  Nós D u p l o s .
Pto A n a l í t  ico S e m  Nó D u p l o C o m  Nó  D u p l o
A P 1 . O O O E + O O .6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 0 .Í O O O O O O O O O E + O l
B P O . O O O E + O O p r e s c r  i to - . 2 3 8 2 3 5 4 8 6 7 E - 1 5
F - 2 . O O O E + O O - . 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 0 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C F 0 . O O O E + O O - . 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 00 .7 0 8 6 3 5 6 9 3 3 E - 1 5
P = P o t e n c i a l F = F l u x o ko = 1.0
T a b . 2 -  I n f l u ê n c i a  de ko no F l u x o  e P o t e n c i a l .
ko P t o P o t e n c i a l F luxo
A .9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 0 0 p r e s c r i t o
±1 .0 E - 6 B . 1 9 0 9 4 4 1 4 9 4 E - 0 9 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C p r e s c r i t o . 3 2 7 4 5 0 8 7 1 4 E - 0 9
A .Í O O O O O O O O O E + O l p r e s c r i t o
±1.OE- 3 B - . 4 4 6 8 6 4 7 6 7 4 E - 1 3 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C p r e s c r  i to - . 2 5 6 8 4 5 1 6 9 0 E - 1 2
A .Í O O O O O O O O O E + O l p r e s c r i t o
±1.OE+ O B - . 2 3 8 2 3 6 4 8 6 7 E - 1 5 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C p r e s c r  i to .7 0 8 6 3 5  6 9 3 3 E - 1 5
A . Í O O O O O O O O O E + O l p r e s c r  i to
±1 .0E+3 B - 0 . 4 7 8 8 8 5 3 3 3 E - 1 6 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C p r e s c r  i to .4 9 0 0 0 4 4 0 9 0 E - 1 5
A . Í O O O O O O O O O E + O l p r e s c r  i to
±1.OE+ 6 B .348701 1 8 7 3 E - 1 6 - . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1
C p r e s c r  i to .3 9 2 9 1 2 7 3 3 6 E - 1 5
S o l u ç ã o  A n a l í t i c a : ( P = P o t e n c i a l  F = F l u x o )
A : P = 1 . 0  F = 0 . 0  B : P = 0 . 0  F = - 2 . 0  C : P = 0 . 0  F = 0 . 0
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1-0 u s o  de nós s i m p l e s  em  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  das 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e / o u  da  n o r m a l  é t o t a l m e n t e  inviável;
2 - 0  f a t o r  ko não i n f l u e n c i a  n a  r e s p o s t a ;  e
3 - E x i s t e  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  n o dal p a r a  f l u x o  e p o t e n c i a l .  
N o t e  que se a r e s p o s t a  de p o t e n c i a l  f o sse o b t i d a  c o m  uso d i r e t o  
do FEM, m e s m o  c o m  os v a l o r e s  c o r r e t o s  da T a b e l a  1, o f l uxo 
p ó s - p r o c e s s a d o  no  p o n t o  B v a l e r i a  a p e n a s  -l . O E + O .  O u t r o  a s p e c t o  
i n t e r e s s a n t e  é o de que a e n e r g i a  o b t i d a  c o m  o M L G F M  é 1.333E+0, 
r e f o r ç a n d o  o a s p e c t o  da  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal.
M u i t o  e m b o r a  a c o n v e r g ê n c i a  n a  n o r m a  da e n e r g i a  q u a s e  
s e m p r e  é i n d i c a t i v o  de que a c o n v e r g ê n c i a  n o dal a c o n t e c e u ,  a 
r e c í p r o c a  n e m  s e m p r e  é v e r d a d e i r a  (como p r o v a  o e x e m p l o  acima).
P r o b l e m a  2 . D e t e r m i n a r  u(r,e) tal que
A u (r,e) = 0 V (r ,© ) € Q
u ( 1,©) = 1000 V © e ( 0 ,2n)
u( 3 2 , e )  = 0 V © e (0,2n)
o n d e Q é a s e ç ã o  a n u l a r de r a i o  ext e r n o R e=32 e raio
Ri = 1. A  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a é :
u(r,e) = Ti + [(Te--Ti ) / l n ( R e /R i  ) ] -tn( r/Ri )
o n d e  Te /T i  r e p r e s e n t a m  as t e m p e r a t u r a s  no r a i o  e x t e r n o  e interno, 
r e s p e c t i v a m e n t e .
F i g . 7 -  D o m í n i o  (a) e D i s c r e t i z a ç ã o  U t i l i z a d a .
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D e v i d o  à i n d e p e n d ê n c i a  do p r o b l e m a  c o m  r e l a ç ã o  a 
v a r i á v e l  ©, a p e n a s  u m a  p a r t e  do d o m í n i o  é d i s c r e t i z a d a  c o m  e l e ­
m e n t o s  q u a d r á t i c o s ,  c o m o  i l u s t r a d o  na Fig.7. Nós d u p l o s  são u t i ­
l i z a d o s  e m  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e 
ou n o r m a l .  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  são m o s t r a d o s  n a  Fig.8.
N a  T a b . 3  são e n c o n t r a d o s  os r e s u l t a d o s  p a r a  o f l u x o  no 
r a i o  i n t e r n o  e e x t e r n o  p a r a  c a d a  u m  dos nós s i t u a d o s  n e s t a s  c o ­
tas .
T a b .3 - F l u x o s . S o l u ç ã o  A n a l í t i c a  x ML G F M .
nó Ri Re
1 2 8 8 . 7 4 3 4 - 9 . 0 1 8 0
2 2 8 8 . 5 5 3 5 - 9 . 0 1 9 9
3 2 8 8 . 7 4 3 4 - 9 . 0 1 8 0
Anal . 2 8 8 . 5 3 9 0 - 9 . 0 1 6 8
Erro %
r
F i g . 8 -  E r r o  % no P o t e n c i a l  ao longo do raio.
C o m o  m o s t r a m  a F i g . 8  e a Tab.3, e x c e l e n t e s  r e s u l ­
tados t a n t o  p a r a  p o t e n c i a l  co m o  p a r a  f l u x o  são o b t i d o s  c o m  e s t a  
m a l h a  g r o s s e i r a .
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P r o b l e m a  3. D e t e r m i n a r  u(x) tal que
A u(x) = 0  V x € Q
u(x) = Tm COS (jlX/Z) V X € dÜ2 
u(x) = 0 V x g 6Qi
o n d e  Tm= 100, £=6 e Q = { x = (x,y) g IR2 :-3<; x £3, Os y £12 },díÍ2 
e aßt são p a r c e l a s  do c o n t o r n o  i n d i c a d a s  na Fig.9. A  s o l u ç ã o  a n a ­
l í t i c a  d e s s e  p r o b l e m a  é:
u ( x , y )  = Tm [ s inh( 7ry/'C)/sinh(jrb/-C) ] cos(jrx/£) 
onde b = 12.
D e v i d o  à s i m e t r i a  do p r o b l e m a  a p e n a s  u m a  m e t a d e  do 
d o m í n i o  foi d i s c r e t i z a d a  i m p o n d o  c o n d i ç ã o  de f l u x o  n u l o  na  linha 
de s i m e t r i a .  N ó s  d u p l o s  são u s a d o s  e m  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  
d a  n o r m a l  ao c o n t o r n o  e / o u  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .
u=100 cosOíx/6;
(a) (b)
malhe 2 x 3
(c)
F i g . 9 -  D o m í n i o  (a) C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  (b) D i s c r e t i z a ç ã o  (c)
U s a n d o  a m a l h a  de 6x12 e l e m e n t o s  q u 0 4 p o  o p r o b l e m a  é r e ­
s o l v i d o  c o m  o M L G F M  c o m  a f i n a l i d a d e  de c o m p a r a r  r e s u l t a d o s  com 
o b t i d o s  por K a n a r a c h o s  & P r o v a t i d i s  (1989), m o s t r a d o s  na Fig.10. 
E s t e s  r e s u l t a d o s  i n d i c a m  b o a  c o n c o r d â n c i a  e n t r e  o M L G F M  e o D B E M . 
E m  a l g u n s  p o n t o s  a c u r v a  de e r r o s  in d i c a  t a m b é m  b o a  c o n c o r d â n c i a  
c o m  o G a  1e r k i n - B E M . E m  y=0 e 12 o e r r o  é nulo, po i s  n e s t a s  c o o r ­
d e n a d a s  u t i l i z a - s e  nós d u p l o s  c o m  v a l o r  de f l u x o  e p o t e n c i a l  
p r e s c r i t o .
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Erro % no Potencial em x=0
Y
F i g . 1 0 -  E r r o  % . C o m p a r a t i v o  M L G F M  x D B E M  x G a l e r k i n - B E M .
A p e s a r  d a  b o a  c o n c o r d â n c i a  de r e s u l t a d o s  c o m  o u t r o s  
m é t o d o s  n u m é r i c o s ,  a d i s t â n c i a  p a r a  a r e s p o s t a  c o r r e t a  a i n d a  pode 
ser c o n s i d e r a d a  " g r a n d e "  p a r a  e s t a  m a l h a  de e l e m e n t o s  lineares. 
A s s i m ,  as m a l h a s  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  e de e l e m e n t o s  de c o n t o r n o  
são r e p r o j e t a d a s  c o m  os e l e m e n t o s  c ú b i c o s ,  p r e v e n d o  nós d u p l o s  em 
p o n t o s  de d e c o n t i n u i d a d e  d a  n o r m a l ,  e os r e s u l t a d o s  de e r r o  p e r ­







A -  0 .4 3 0 -2  
B -  0 .7 0 0 -2
ErroX mox ™ 0.94D—2
molha 4x0




F i g . l 2 a -  E r r o  % P o t e n c i a l  e m  x=0.
Erro %
F i g . l 2 b -  E r r o  % F l u x o  e m  x=3.
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C o m  r e s p e i t o  à F i g . l l ,  n o t a - s e  c l a r a m e n t e  que e x i s t e  a 
sup erconvergencia p a r a  o p o t e n c i a l  nos nós_ i n t e r - e l e m e n t o s . Este 
r e s u l t a d o  t a m b é m  é c o n f i r m a d o  n a  F i g . l 2 a .
N a  F i g . l 2 a  é m o s t r a d o  o e r r o  % no p o t e n c i a l  ao longo da 
s i m e t r i a  p a r a  três m a l h a s  c o n s t r u í d a s  c o m  o e l e m e n t o  q u l õ p o  (1x2, 
2x4 e 4x8 e l e m e n t o s ) .  É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  
c i t a d a  acima.
Já n a  F i g . l 2 b ,  a p a r e c e m  as c u r v a s  de e r r o  % no f l u x o  ao 
longo do lado x=3 p a r a  e s s a s  m e s m a s  m a l h a s  ,A s u p e r c o n v e r g ê n c i a  
nos nós i n t e r - e l e m e n t o s  t a m b é m  é n o t ó r i a  p a r a  o fluxo, p o r é m  no- 
t a - s e  u m  o u t r o  a s p e c t o  i n t e r e s s a n t e  que é a e x c e p c i o n a l  
c o n v e r g ê n c i a  de f l u x o  p a r a  os nós d u p l o s  e m  m a l h a s  m a i s  g r o s s e i ­
ras .
E n t r e t a n t o ,  o a s p e c t o  d a  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nos nós i n ­
t e r - e  l e m e n t o s  n ã o  p o d e  ser d i r e t a m e n t e  e x t r a p o l a d o  p a r a  o e l e m e n ­
to q u a d r á t i c o ,  co m o  m o s t r a  a F i g . 1 3 .  N e s t e  caso, o c o r r e  e x a t a m e n ­
te o c o n t r á r i o , a  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  o c o r r e  nos nós i n t e r m e d i á r i o s .
N o v a m e n t e ,  a F i g . 1 4  a p a r e n t e m e n t e  c o n f i r m a  a s u p e r c o n ­
v e r g ê n c i a  de f l u x o  p r o v o c a d a  por nós d u p l o s  p a r a  as m a l h a s  m a i s  
g r o s s e i r a s .  São i l u s t r a d a s  c u r v a s  p a r a  as m a l h a s  de 2x4, 3x6, 4x8 
e 6x12 e l e m e n t o s  q u 0 9po.
A -  0.70D -2 
B *• 0.100-1 
C -  0 .200-1  
D -  0.25D~1
Erro X  max •» 0 .2 6 0 -1
malha 6x12




F i g . l 4 a -  E r r o  % no P o t e n c i a l  e m  x = 0 .
Erro %
F i g . l 4 b -  E r r o  % no F l u x o  em x=3.
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O m e s m o  p r o c e d i m e n t o  é r e p e t i d o  p a r a  o e l e m e n t o  q u 0 4 p o  
c o m  m a l h a s  de 2x4, 4x8, 6x12 e 8x16 e l e m e n t o s .  N a  F i g . 1 5  m o s t r a -  
se o e r r o  % no p o t e n c i a l  e nas F i g . l ó a  e 16b o e r r o  p a r a  o p o t e n ­
cial na l i n h a  de s i m e t r i a  e f l uxo em x=3, r e s p e c t i v a m e n t e .  A p a ­
r e n t e m e n t e  o n ó  du p l o ,  co m o  o b s e r v a d o  nos c a sos a n t e r i o r e s ,  p r o ­
v o c a  a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  do fluxo. Porém, p a r a  o e l e m e n t o  linear 
e s t a  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  é b e m  ma i s  a c e n t u a d a .
F i g . 1 5 -  E r r o  % no P o t e n c i a l  p a r a  o qu04po.
Erro %
Y
F i g . l ó a -  Er r o  % no P o t e n c i a l  em x=0.
62
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Y
F i g . l 6 b -  E r r o  % no F l u x o  e m  x=3.
N a s  F i g s . l ó a  e 16b n o t a - s e  que os e r r o s  p e r c e n t u a i s ,  
t a n t o  em f l u x o  c o m o  p o t e n c i a l ,  c r e s c e m  na  m e d i d a  e m  que "y" d e ­
cr e sce. D a  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  v e r i f i c a - s e  que t a n t o  o p o t e n c i a l  
c o m o  o f l u x o  se a n u l a m  e m  y=0 e isto e x p l i c a  a t e n d ê n c i a  d e s t a s  
c u r v a s .
3 . 4 . 2 - T A X A S  D E  C O N V E R G Ê N C I A  E X P E R I M E N T A I S  P A R A  0 M L G F M .
U m a  vez que o M L G F M  u s a  o F E M  c o m o  m é t o d o  a u x i l i a r  p a ­
ra d e t e r m i n a r  p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Green, é n a t u r a l  a p e r g u n ­
ta: 0 M L G F M  a p r e s e n t a  as m e s m a s  c a r a c t e r í s t i c a s  de c o n v e r g ê n c i a  
v e r i f i c a d a s  p a r a  o F E M  ?. U m a  s e g u n d a  q u e s t ã o  t a m b é m  é imediata: 
U m a  vez que o M L G F M  usa p r o c e d i m e n t o  s e m e l h a n t e  ao do G a l e r k i n -  
BEM, e x i s t i r á  a l g u m a  r e l a ç ã o  e ntre as taxas de c o n v e r g ê n c i a s  d e s ­
ses m é t o d o s  ?
Q u e s t õ e s  d i f í c e i s  de r e s p o n d e r  !.
D e v i d o  ao fato de que as t e o r i a s  m a t e m á t i c a s  p a r a  o 
FE M  e s t ã o  b e m  e s t u d a d a s  e t e o r e m a s  g e r a i s  para as v e r s õ e s  A, 'ft e
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A-fi e s t ã o  d i s p o n í v e i s  n a  l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a ,  a p r i m e i r a  
q u e s t ã o  s e r á  r e s p o n d i d a  c o m  a d e t e r m i n a ç ã o  e x p e r i m e n t a l  das taxas 
de c o n v e r g ê n c i a  p a r a  o M L G F M . E n t r e t a n t o ,  a s e g u n d a  q u e s t ã o  f i c a ­
rá c o m  a r e s p o s t a  i n d e f i n i d a ,  pois p a r a  o B E M  s o m e n t e  a l g u n s  t r a ­
b a l h o s  f o r a m  p u b l i c a d o s  n e s t a  á r e a  e e n v o l v e n d o  p r o b l e m a s  
e s p e c í f i c o s ,  B a b u s k a  & ali (1990) e P o s t e l l  & S t e p h a n  (1990).
3 . 2 . 1 -  E s t i m a t i v a s  de E r r o s  A - P r i o r i  p a r a  o F E M
As d i v e r s a s  v e r s õ e s  a d a p t a t i v a s  do M é t o d o  de E l e m e n t o s  
F i n i t o s  (FEM) são n o r m a l m e n t e  c o m p a r a d a s  a t r a v é s  das c u r v a s  de 
e r r o  x n ú m e r o  de e q u a ç õ e s  p a r a  c a d a  e s t i m a t i v a .  O e r r o  u s u a l m e n t e  
é m e d i d o  n a  n o r m a  da e n e r g i a  d e f i n i d a  como:
II e II2 = 2.0 * U( e )E
o n d e  U (e) é a " e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o "  do er r o  e = u -u , s e n d o0 FEM
u a s o l u ç ã o  e x a t a  do p r o b l e m a  e u  a a p r o x i m a ç ã o  o b t i d a0 F EM
n u m é r i c a m e n t e .
D e s i g n a n d o  p o r  A o d i â m e t r o  e x t e r n o  do m a i o r  e l e m e n t o  
d a  m a l h a  e por >p. o g r a u  do p o l i n ó m i o  u t i l i z a d o  nas f u n ç õ e s  de in­
t e r p o l a ç ã o ,  é v á l i d o  o s e g u i n t e  t e o r e m a  ( B a b u s k a  & Suri, 1990):
T e o r e m a
S e j a  u g H?(Q) , k > o
tos d e f i n i d o  p e l o s  
p a r t i r  de f a m í l i a s  
u n i f o r m e s ) ,  e n t ã o
IIe IIE " C “V * " ) » )
o n d e  j3 = m i n  (fí-, k - 1 ) , a = 2 ( k-l) e c u m a  c o n s t a n t e  que 
i n d e p e n d e  de u q , A e fi.a
P a r a  s o l u ç õ e s  u q s i n g u l a r e s  do tipo:
u 2s r ^ f ( e ) , - y > 0  o
e v é r t i c e s  dos e l e m e n t o s  s i n g u l a r e s  l o c a l i z a d o s  na s i n g u l a r i d a d e ,
1. Se o e s p a ç o  de e l e m e n t o s  fini- 
p a r â m e t r o s  A e -p. é c o n s t r u í d o  a 
de m a l h a s  u n i f o r m e s  (ou q u a s e -
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a t a x a  de c o n v e r g ê n c i a  d a  v e r s ã o  fi é p e l o  m e n o s  o d o b r o  do v a l o r  
de 0 ( B a b u s k a  & Suri, 1990).
E RD e f i n i n d o  ||e|| co m o
E
IIeII^ R = 100 * (llell /llu I )1/2 
e  e  o  E
e l e m b r a n d o  que ••u 0 ^ (q ) ^ c  Nu 0 N;£"(q) p a r a  m  * n ’ m  e n r e a i s > 
do t e o r e m a  a n t e r i o r  e s c r e v e - s e  (Oden & Reddy, 1976):
II e IIE R £. c ti'“
E 1
P r o b l e m a  4 . D e t e r m i n a r  u(x) e 3f3_e(Q) , 0 < e < < l , t a l  que
A u = 1 V x e Q
u = 0 V x  e 3(1
s e n d o  0 = { x = ( x , y )  e IR2 : -1 £ x , y  £ 1 } e díi = { x = ( x , y )  e IR2 : 
x , y  = ± 1 }, c u j a  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  é:
u (x y) = 1 - x 2 c f  ( _ i ) (n-1)/2 cos (njix/2) cosh(nity/2)
0 ^ n = 1,3,5 n 3 cosh(njc/2)
o n d e  c = 1 6 / tt3 .
A ta x a  de c o n v e r g ê n c i a  p a r a  a v e r s ã o  -p, do F E M  vale: 
a = 2 ( k - 1) = 4-2e
e p a r a  a v e r s ã o  A é :
J3 = m i n  (fi,k-l) = m i n  ( p , 2 — e )
D e v i d o  à s i m e t r i a  do p r o b l e m a  a p e n a s  1/4 do d o m í n i o  
foi d i s c r e t i z a d o  c o m  as m a l h a s  M 1 , M 2 , . . , M 6 ;  i l u s t r a d a s  na Fig.17. 
Nós d u p l o s  são i n s e r i d o s  nos p o n t o s  A e B p a r a  a m a l h a  do c o n t o r ­
no e os r e s u l t a d o s  p a r a  -p. = 1,2,3 e 4 do M L G F M  são m o s t r a d o s  nas 
T a b s . 4  a 6 e F i g s . 1 8  a 20 . São a d m i t i d o s  como " e x a t o s "  os v a l o ­
res: 0 . 2 8 1 1 5 4 0 2 3 ,  0 . 2 9 4 6 8 5 4 1 3 1 2 6 0 5  5 e - 0 . 6 7 5 3 1 4 4 7 5 0 4 2 4 5 1  p a r a  
£/( uo ) , u( 0 , 0 )  e u , n ( 1 , 0 ) , r e s p e c t i v a m e n t e .  E s t e s  v a l o r e s  f o r a m
o b t i d o s  c o m  1000 t e r m o s  na s é r i e  da s o l u ç ã o  a na l í t i c a .
A Y
1 8 XB
p = 1  M 6
FEM
¥■— *— ^  
BEM FEM
>  ♦ ♦ + »■'
BEM
^  nd duplo
F i g . 1 7  - D i s c r e t iz a ç ã o  de 1/4 do D o m í n i o .
T a b . 4 -  M L G F M : E r r o  na  E n e r g i a  HeII
E







5 7 . 7 1 5  E 0 
3 0 . 0 2 7  E 0 
2 0 . 1 8 4  E 0 
15 . 1 8 7  E 0 
1 2 . 1 6 9  E 0 
1 0 . 1 5 0  E 0
8 . 331 E 0 
2 . 7 1 6  E 0 
1.339 E 0 
0 . 7 9 6  E 0 
0 . 531 E 0 
0 . 3 7 7  E 0
2 . 0 9 5  E 0 
0 . 4 9 8  E 0 
0 . 2 1 4  E 0 
0 . 1 1 6  E 0 
8 . 0 8 3  E-2 
5 . 5 1 9  E-2
5 . 8 7 4  E-l 
1.484 E-l 
6 . 4 5 7  E-2 
3 . 4 0 4  E-2 
1 .832 E-2 
6 . 3 2 0  E-3
T a b . 5 -  MLGFM: E r r o  % e m  u(0,0)







- 2 7 . 2 5 4  E 0
- 5 . 4 3 9  E 0
- 2 . 2 7 9  E 0
- 1.258 E 0
- 0 . 7 9 8  E 0
- 0 . 5 5 2  E 0
- 6 . 3 2 4  E-2 
2 .691 E-2 
6 . 0 5 7  E-3 
1.961 E-3 
8 . 191 E-4 
3 . 9 4 4  E-4
-3 . 177 E-2 
2 . 9 3 4  E-4 
4 . 0 5 9  E-5 
8 . 1 1 9  E-6 
6 . 2 7 6  E-8 
3 . 2 4 0  E-7
1.837 E-2
3 . 3 0 4  E-5 
3 . 1 5 5  E-7
2 . 3 0 5  E-8 
3 . 7 1 4  E-9 
9 . 9 9 3  E - 1 0
T a b . 6 -  MLGFM: E r r o  % em  u, (1,0)n
Ma 1 ha p=l P=2 p=3 lia






- 2 9 . 5 6 9  E 0
- 2 . 5 9 8  E 0
- 2.111 E 0
- 0 . 9 7 5  E 0
- 0 . 6 7 0  E 0
- 0 . 4 5 4  E 0
4 . 4 4 4  E 0 
0 . 3 6 6  E 0 
4 . 6 6 2  E-2 
8 . 4 7 3  E-3 
2. 180 E-3 
6 . 9 7 2  E-4
- 1 . 5 3 1  E 0 
7 . 7 3 9  E-2 
6 . 8 1 7  E-3 
5 . 8 5 2  E-4 
8 . 3 9 9  E-5 
6 . 4 9 0  E-6
7 . 4 3 4  E-l 
3 . 1 8 2  E-2 





T a b . 7- FEM: E r r o  % e m  u(0,0)
p M 1 M 2
1 - 2 7 . 2 5 4 E 0
2 8.491 E 0
3 7 . 226 E 0
4 - 1.648 E 0 -4.611 E-3
5 0 . 766 E 0 - 2 . 9 1 2 E-3
6 - 0 . 3 3 6 E 0 - 1 . 5 5 7 E-3
7 0. 166 E 0 - 5 . 3 6 0 E-4
8 - 9.045 E-•2 -1 .921 E-4
T a b . 8- FEM: E r r o  ileir
E
P M 1 M 2
1 5 7 . 7 1 5 E 0 3 0 . 0 2 7 E 0
2 14.453 E 0 4.089' E 0
3 12.965 E 0 3 . 370 E 0
4 4 . 346 E 0 1 . 341 E 0
5 2. 203 E 0 0 . 5 8 5 E 0
6 1 . 132 E 0 0 . 297 E 0
7 0. 643 E 0 0. 166 E 0
8 0 . 3 9 4 E 0 0. 103 E 0
As F i g s . 1 8  a 20 f o r a m  o b t i d a s  a p a r t i r  das T a b s . 4  a 8. 
D a  F i g . 1 8  s ã o  e x t r a í d o s  os c o e f i c i e n t e s  a e |3 que r e p r e s e n t a m  as 
taxas de c o n v e r g ê n c i a  p a r a  os r e f i n o s  e fi do ML G F M ,  r e s p e c t i v a ­
m e n t e ;  i l u s t r a d o s  na Tab.9.
T a b . 9 -  T a x a s  de C o n v e r g ê n c i a  E x p e r i ­
m e n t a i s  p a r a  o MLGFM.
0 a M a  1 ha
0. 993 1 4. 193 M 2
1 . 843 2 4 . 3 7 4 M 3
2 .043 3 4 . 547 M 4
2. 283 4 4 . 8 5 7 M 5
M u i t o  e m b o r a  as taxas de c o n v e r g ê n c i a  na n o r m a  da 
e n e r g i a  a p a r e n t e m e n t e  m a n t e n h a m  a t e n d ê n c i a  do FEM, a s u p e r c o n -  
v e r g ê n c i a  é n o t ó r i a  co m o  se o b s e r v a  nas t a b e l a s  4 e 8. N o v a m e n t e ,  
e m  se t r a t a n d o  do p o t e n c i a l  e/ o u  f l u x o  a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  t a m b é m  







F i g . 1 8 -  C o n v e r g ê n c i a  h e p a r a  o M L G F M  na n o r m a  ||e . ER
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1 .000E -10  í -
0.1
F i g . 1 9 a - C o n v e r g ê n c i a  A para u ( 0 , 0 )
Erro % em u(0,0)
F i g .  19b-  C o nve rgê nc ia  f i  p a r a - u ( 0 , 0
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Erro % no Fluxo em (1,0)
h
F i g . 2 0 a - C o n v e r g ê n c i a  A p a r a  u, (1,0).n
Erro % no Fluxo em (1,0)
P
Fig . 2 0 b - C o n v e r  gêne i a fi p a r a  u, (1,0).
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3 . 4 . 3 -  P R O B L E M A S  S I N G U L A R E S
E m  p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  é i n t e r e s s e  d e t e r m i n a r  
a f u n ç ã o  u(x) que s a t i s f a z  o s e g u i n t e  p r o b l e m a  e l i p t i c o  de v a l o ­
res no c o n t o r n o :
-7«[a(x) 7 u ( x ) ]  + b(x) u(x) = f(x) x e Q (1)
u(x) = 0 x e dQ (2)
o n d e  Q é o d o m í n i o  e m  q u e s t ã o  em  6Q seu conto r n o .
A  f o r m a  v a r i a c i o n a l  do p r o b l e m a  ( 1 ) — (2) c o n s i s t e  
e m  d e t e r m i n a r  a f u n ç ã o  u(x) € 3C*(Q) tal que
f { a ( x ) 7  u (x ) *7 v(x) + b(x) u ( x ) v ( x )  } dQ = [ f ( x ) v ( x )  dQ 
Q Q
V v(x) e ff*(Q) (3)
o n d e  %q (Q) d e n o t a  o e s p a ç o  de H i l b e r t  de o r d e m  k, d e f i n i d o  como o 
" c o m p l e t a m e n t o "  ( c o m p l e t i o n )  na n o r m a
llu ( X ) ll^ m = F £  H D ^ l u í x )  11^  (0)1 = F (u (X ) ,u(x) Jjgml 
*- a:Sm 2 ■* -*
do e s p a ç o  das f u n ç õ e s  k - v e z e s  c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i á v e i s  c o m  
s u p o r t e  c o m p a c t o  e m  Q. Na  e x p r e s s ã o  a c i m a  tem-se:
« = (a ,a ) ;a £0 i n t eiro1 2  j
IaI = a + a ; D l a lu(x) = d^a I u (x )/axa iaxa 2 1 1 1 2 1 2
e d e n o t a  o p r o d u t o  i n t e r n o  d e f i n i d o  e m  3ím (Q) ; O d e n  &dí
R e d d y  (1976).
Se o c o n j u n t o  de d a d o s  [a (x ),b (x ) , f (x )] é s u f i ­
c i e n t e m e n t e  r e g u l a r  e o c o n t o r n o  6Q é f e c h a d o  e t a m b é m  r e g u l a r  em 
q u a s e  t o d o s  os seus pontos, as s o l u ç õ e s  dos p r o b l e m a s  (1) e (3) 
são c o i n c i d e n t e s .  De fato, se f(x) e $ r(Q); r £ 0 e se a ( x ) , b ( x )  
€ tS^Q) de tal f o r m a  que a(x) £ a^ > 0; b(x) > 0; o n d e  Q i n d i c a  o
" f e c h a m e n t o "  de Q e a é u m a  c o n s t a n t e ,  e n t ã o  a s o l u ç ã o  u(x) tem0
d e r i v a d a s  de o r d e m  r + 2 no
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u(x) e atr + 2 (Q) fl
P a r a  d i s c u t i r  o e f e i t o  das s i n g u l a r i d a d e s  e m  dQ, 
c o n s i d e r e - s e ,  s e m  p e r d a  de g e n e r a l i d a d e ,  o caso p a r t i c u l a r  onde 
a(x) = 1, b(x) = 0 e f(x) g  t5°°(Q), f í  g  IR2 . N e s t e  caso a Eq.(3) 
r e d u z - s e  a :
f V u(x)*7 v(x) dQ = F f ( x ) v ( x )  dfí 
Q Q
v v (x ) g  ar(Q) (5)0
que e s t á  a s s o c i a d a  à e q u a ç ã o  de P o i s s o n
-A u(x) = f(x) x g Q  (6)
u(x) = 0 x g  30 (7)
o n d e  A = d 2/ d x 2 + d2 /d x 2 .1 2
S e j a  dQ u m  c o n t o r n o  f e c h a d o  s u a v e  ("s m o o t h " )  c o m  
e x c e ç ã o  do v é r t i c e  "P" o n d e  e x i s t e  um  a n g u l o  i n t e r n o  a; F i g . ( 2 1 ) .  
A p e r d a  de r e g u l a r i d a d e  da s o l u ç ã o  u(x) o c o r r e  d e v i d o  ao seu 
c o m p o r t a m e n t o  p e r t o  d e s s e  v é r t i c e  "P" e p a r a  c e r t o s  v a l o r e s  do 
a n g u l o  a.
A s o l u ç ã o  u(x) p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e  p o d e  ser e s ­
c r i t a  na f o r m a  :
00
u(r,e) = ]T A n r^n Vn(e) + " te r m o s  s u a v e s  "
n = 1
o n d e  An são c o n s t a n t e s ,  Tn são f u n ç õ e s  que d e p e n d e m  e x c l u s i v a m e n ­
te da c o o r d e n a d a  a n g u l a r  © e são s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r e s ;  p o r é m  
a p a r c e l a  r^n p o d e  ter c o m p o r t a m e n t o  s i n g u l a r ,  i.é., suas d e r i v a ­
das c o m  r e l a ç ã o  a r p o d e m  ser i l i m i t a d a s  q u a n d o  r-»0. A l é m  disso, 
se o v a l o r  n /a n ã o  for u m  i n t e i r o , o  t e r m o  s i n g u l a r  da s é r i e  pode 
ser c o l o c a d o  na s e g u i n t e  forma:
rn /a n@/a ) (8)
e u m  a c r é s c i m o  no a n g u l o  a indica u m  a u m e n t o  na o r d e m  da s i n g u l a ­
r i d a d e  da f u n ç ã o  u(r,e). De fato, p o d e - s e  m o s t r a r ,  O d e n  & R e d d y
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(1976), que a s o l u ç ã o  u(x) d a  E q .(5) é tal que :
u (x ) e aCi+P~e (Q) (9)
o n d e  e é u m a  p e q u e n a  c o n s t a n t e  a r b i t r á r i a  p o s i t i v a ,  a é o m a i o rj
a n g u l o  i n t e r n o  d e n t r e  t o dos os v é r t i c e s  o b t i d o s  n a  d i s c r e t i z a ç ã o  
do c o n t o r n o  e 0 é igual a n/<x^ .
E n t r e t a n t o ,  o u t r o s  t ipos de i r r e g u l a r i d a d e s  p o d e m  
e s t a r  p r e s e n t e s  na  s o l u ç ã o  de P r o b l e m a s  de V a l o r e s  no C o n t o r n o  
(BVP), m e s m o  q u a n d o  a g e o m e t r i a  é s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r .  I n d i ­
c a t i v o s  de s i n g u l a r i d a d e s  p o d e m  ser e n c o n t r a d o s  em:
1.D a d o s  S i n g u l a r e s .E s t e  ti p o  de s i n g u l a r i d a d e  é c o m u m e n t e m e n t e  
e n c o n t r a d o  e m  p r o b l e m a s  c o m  e x c i t a ç ã o  ti p o  D e l t a  de D i r a c .  A l é m  
dis s o ,  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  do tipo u ( x ) = g ( x )  e ou 3 u ( x)/dnsh(x) 
p o d e m  i n c l u i r  s a l t o s  l o c a l i z a d o s .
F i g . 2 1 - C o n t o r n o  c o m  V é r t i c e  F i g . 2 2 -  D i s c r e t i z a ç ã o  do C o n t o r n o  
T í p i c o .  Â n g u l o s  Internos.
2 . C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  M i s t a s . S e  u ( x ) s g ( x )  é p r e s c r i t a  e m  9!) ei
6u ( x )/6n=h ( x ) é p r e s c r i t a  em  dQ^, afi=aft^UaQ , a s o l u ç ã o  u(x) pode 
ter c o m p o r t a m e n t o  s i n g u l a r  na ju n ç ã o
3 . C o e f i c i e n t e s  D e s c o n t í n u o s .Se a(x) e / o u  b(x) são d e s c o n t í n u o s  ou 
a s s u m e m  v a l o r e s  n u l o s  e m  p o n t o s  do d o m í n i o ,  a s o l u ç ã o  u(x) pode 
a p r e s e n t a r  s i n g u l a r i d a d e s  n e s t e s  pontos.
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P a r a  e s t e s  t ipos de s i n g u l a r i d a d e s  ca d a  p r o b l e m a  deve 
ser a n a l i s a d o  s e p a r a d a m e n t e  v i s a n d o  i d e n t i f i c a r  a r e g u l a r i d a d e  da 
s o l u ç ã o ,  i.é, p a r a  d e t e r m i n a r  qual a o r d e m  m á x i m a  do e s p a ç o  de 
H i l b e r t  que c o n t e m  e s t a  sol u ç ã o .
P r o b l e m a  5 . D e t e r m i n a r  a f u n ç ã o  u(x) e 3?3/2"e (Q) tal que
A u(r ,©) = 0 r >© e Q
u ( r ,©) = r 1/2c o s ( © / 2 ) r >© e dQ
du ( r ,©) /de = 0 r >e € dQ
: ,y ) e IR2 , -1 £ X j£ 1 , 0 <; y á 1 }, ao i eo n d e  Q = { x = 
são m o s t r a d o s  n a  F i g . ( 2 3 )  e a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  é
u(r,e) = r 1/2 cos(e/2)
c o m  e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o  igual a U( u)a 0 . 4 4 0 6 8 6 7 6 7 E + 0 .
As m a l h a s  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  e de e l e m e n t o s  de 
c o n t o r n o  u t i l i z a d a s  p a r a  o b t e r  a p r o x i m a ç õ e s  das p r o j e ç õ e s  da 
F u n ç ã o  de G r e e n  e s t ã o  m o s t r a d a s  na F i g . 2 3  . Os e l e m e n t o s  f i n i t o s  
u t i l i z a d o s  são os l a g r a n g e a n o s  q u a d r á t i c o s  e p a r a  a m a l h a  de c o n ­
t o r n o  u s a - s e  t a m b é m  os e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  de linha. N o t e  que, 
p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e  a m a l h a  é p r o j e t a d a  com q u a t r o  e l e m e n t o s  
d i s p o s t o s  s e g u n d o  u m a  p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  c o m  r a z ã o  de 0.50. 
N ó s  d u p l o s  são u s a d o s  nos p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  
de c o n t o r n o  e / o u  de g e o m e t r i a .
As c u r v a s  de i s o p o t e n c i a l  e e r ros p e r c e n t u a i s  no 
p o t e n c i a l  são m o s t r a d a s  nas F i g . 2 4  e 25. N o t a - s e  que na m a i o r  
p a r t e  do d o m í n i o  o e r r o  é m e n o r  que 0 . 1 0 %  e até p r ó x i m o  da s i n g u ­
l a r i d a d e  o e r r o  a t i n g e  í n d i c e s  e n t r e  0 . 1 0 %  e 1.00%. V a l o r e s  s u p e ­
r i o r e s  a 1 . 0 0 %  são v e r i f i c a d o s  s o m e n t e  m u i t o  p e r t o  da s i n g u l a r i ­
dade, a t i n g i n d o  o p a t a m a r  m á x i m o  de 15.00%, p o r é m  não i n f l u e n ­
c i a n d o  de f o r m a  s i g n i f i c a t i v a  a n o r m a  da e n e r g i a  da s o l u ç ã o  
u ( x ) . P o r  e x e m p l o ,  K e l l y  & ali. (1983), com uso de e l e m e n t o s  f i n i ­
tos a d a p t a t i v o s ,  o b t e v e  0 . 8 8 6 9  p a r a  e s s a  norma, e n q u a n t o  que com 





F i g . 2 3 -  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  e M a l h a  de E l e m e n t o s  F i n i t o s .  
D e t a l h e  d a  M a l h a  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  P e r t o  d a  S i n g u l a r i d a d e .
Erro %
F i g . 2 4 a -  E r r o  % no P o t e n c i a l  ao L o n g o  do L a d o  C r í t i c o .
F i g . 2 4 b -  E r r o  % do P o t e n c i a l  no D o m í n i o .
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F i g .25. L i n h a s  de I s o p o t e n c i a l
T o m a n d o  c o m o  r e f e r ê n c i a  os t r a b a l h o s  de Szabo 
(b,1986) e B a b u s k a  & G u o  (1988), a m a l h a  p a r a  d e t e r m i n a r  as p r o ­
j e ç õ e s  d a  f u n c à o  de G r e e n  é r e d e s e n h a d a .  O s e g m e n t o  s i n g u l a r  (o 
lado o n d e  e x i s t e  a s i n g u l a r i d a d e )  é d i s c r e t i z a d o  c o m  sete e l e m e n ­
tos s e g u i n d o  u m a  p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  com r a z ã o  0.25. E s t a  nova 
mal h a ,  c o n s i d e r a d a  g r o s s e i r a ,  t a m b é m  m o s t r o u - s e  b a s t a n t e  e f i c i e n ­
te p a r a  c a p t a r  o e f e i t o  d e s t e  tipo de s i n g u l a r i d a d e  e os r e s u l t a ­
dos de f l u x o  e p o t e n c i a l  p e r t o  do p o n t o  s i n g u l a r  são m o s t r a d o s  
nas F i g s . 2 6  a 28.
N o t e  que o e r r o  no f l u x o  a p a r e c e  s o m e n t e  no ú l t i m o  
e l e m e n t o  j u n t o  à s i n g u l a r i d a d e  e que a s o l u ç ã o  o b t i d a  com o M L G F M  
a p r e s e n t a  o m e s m o  tipo de o s c i l a ç ã o  ao r e dor da s o l u ç ã o  a n a l i t i c a  
v e r i f i c a d a  c o m  uso do D B E M  p a r a  e s t a s  s i t u a ç õ e s  , A l a r c o n  & R e v e r ­
ter (1986), C o s t a  J r . ( 1 9 9 0 ) .
Q u a n d o  a m e t o l o g i a  u t i l i z a d a  p a r a  a s o l u ç ã o  deste 
tipo de p r o b l e m a  ê a A e / o u  -p. B E M - a d a p t a t  i v a , a l g u n s  a u t o r e s  u s a m  
co m o  c r i t é r i o  de c o n v e r g ê n c i a  a i ntegral do f l u x o  ao longo do 
c o n t o r n o .  N e s t e  c a s o  e s t a  i n t e g r a l  c o m p o r t a - s e  como:
r r"1/2 dr = 2 r 1/2 
J 3Q
e, p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e ,  es t e  v a l o r  tem o r d e m  0 ( e 2 ) o que p r o ­
p o r c i o n a  a " c o n v e r g ê n c i a "  e s p e r a d a ,  m e s m o  com r e s u l t a d o s  s a t i s f a ­
tór i o s  s o m e n t e  em r e g i õ e s  a f a s t a d a s  d e s s e  ponto.
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Fluxo
F i g . 26. F l u x o  ao L o n g o  do L a d o  C r í t i c o .
A s s i m  c o m o  p a r a  o fluxo, as F i g s . ( 2 7 )  e (28) m o s t r a m  o 
c o m p o r t a m e n t o  do e r r o  % do p o t e n c i a l  ao longo do lado s i n g u l a r  e 
p a r a  os e l e m e n t o s  de d o m í n i o  m a i s  p r ó x i m o s  da s i n g u l a r i d a d e .  Uma 
vez que o d e s e n h o  da m a l h a  é b a s e a d o  n u m a  pg de r a z ã o  0.25, os 
lados dos e l e m e n t o s  i l u s t r a d o s  na F i g . ( 2 7 )  t e m  c o m p r i m e n t o  igual
6 7a 1/4 e 1/4 , o que indica r e s u l t a d o s  a l t a m e n t e  s a t i s f a t ó r i o s  
com er r o  % m á x i m o  na o r d e m  de 4.40%.
Fig.27. Erro % no P o t e n c i a l  ao R e d o r  da S i n g u l a r i d a d e .
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Erro %
F i g . 2 8 .  E r r o  % no P o t e n c i a l  ao Longo do L a d o  Crítico.
M o d i f i c a n d o  as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  de acordo com
o i l u s t r a d o  na  F i g . 2 9 ,  e u t i l i z a n d o  a m a l h a  inicial (4 elementos 
q u a d r á t i c o s  e m  pg c o m  r a z ã o  0 . 2 0  p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e )  obtem-se 
os r e s u l t a d o s  i l u s t r a d o s  n a  T a b . 1 0 ,  que m o s t r a m  e x c e l e n t e  p r o x i ­
m i d a d e  c o m  os o b t i d o s  por W r o b e l  (1981) c o m  o D B E M .
u=0
/
/ “• - — —7
Nv
. ^
F i g . 2 9 -  D o m í n i o  co m  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o .
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T a b . 1 0 -  R e s u l t a d o s  do M L G F M  e DBEM
x y D B E M M L G F M
- . 8 0 . 20 7 9 0 . 8 7 90.8
-. 6 0 . 20 785 . 1 784. 7
-. 4 0 .20 771 . 1 770. 1
- . 2 0 . 20 7 3 6 . 6 7 33.8
.00 . 20 6 44.3 6 3 7.9
.20 . 20 495 . 3 4 8 8.5
.40 . 20 3 78.5 373. 7
. 60 . 20 3 0 4 . 6 3 0 0.8
. 80 .20 2 6 4 . 9 260. 7
x y DBEM M L G F M
-.80 .80 386. 2 385.9
-.60 .80 378. 7 3 7 8.2
-.40 .80 363. 7 362. 8
-.20 .80 338. 2 336. 6
.00 .80 300. 6 2 9 8.6
. 20 .80 255.8 253 .4
.40 .80 212. 9 210.7
.60 .80 179.7 177. 7
.80 .80 159.4 157.6
P r o b l e m a  6. D e t e r m i n a r  u(x) e 3C5/3‘e (Q) tal que
-A u(x) = 1 
u(x) = 0
x € Q 
x e r





F i g . 3 0 -  D o m i n i o  e m  L (a), C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  (b) e 
D i s c r e t i z a ç ã o  c o m  M a l h a  G r o s s e i r a  (c).
N e s t a  a p l i c a ç ã o ,  d e v i d o  à s i m e t r i a ,  a p e n a s  a m e t a ­
de do d o m i n i o  é p a r t i c i o n a d a  p a r a  a a p r o x i m a ç ã o  d a  F u n ç ã o  de 
G r e e n  c o m  o FEM. Ao longo da  s i m e t r i a  é e s p e c i f i c a d o  f l u x o  n u l o  e 
nós d u p l o s  são u t i l i z a d o s  nos p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n ­
d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e ou da no r m a l  ao c o n t o r n o .
E s t e  p r o b l e m a  t a m b é m  foi r e s o l v i d o  u s a n d o  a 
t é c n i c a  ?i-adaptat iva do FEM, on d e  a e n e r g i a  " e x a t a "  foi e s t i m a d a
igual a 0 . 1 0 7 0 3 4 7 3 .  E s t e  v a l o r  é t o m a d o  como referência na 
o b t e n ç ã o  da F i g . ( 3 1 ) ,  o n d e  A r e p r e s e n t a  o m a i o r  diâmetro e x t e r n o  
dos e l e m e n t o s  d a  m a l h a  de F E M  e "~,,ER
no it e m  a n t e r i o r ,  t r o c a n d o  a a p r o x i m a ç ã o  do FEM,
eir" é a n o r m a  do erro d e f i n i d a







F i g . 3 1 - E r r o  ||e||ER x A.
E
N o v a m e n t e ,  u s a n d o  a t é c n i c a  de e s p e c i f i c a r  a m a l h a  
a u x i l i a r  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  em p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  (malha de 
6x6 e l e m e n t o s  c o m  o e l e m e n t o  p r ó x i m o  da s i n g u l a r i d a d e  s u b d i v i d i d o  
e m  4 e l e m e n t o s  em  pg c o m  r a z ã o  igual 0.20) os r e s u l t a d o s  a p o n t a m  
0 . 1 0 6 9 4 4 6 6 1  (||e||*R = 2 . 8 9 % )  e 0 . 1 0 6 9 8 8 2 9  (||e||*R =2,08%) p a r a  a 
e n e r g i a  p o t e n c i a l "  u s a n d o - s e  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  com n ó  c e n ­
tral e a u m  q u a r t o  da s i n g u 1 ar i d a d e ,r e s p e c t i v a m e n t e .
A F i g . 3 1  m o s t r a  o c o m p o r t a m e n t o  d - a d a p t a t i v o  do 
M L G F M  pa r a  m a l h a s  u n i f o r m e s  e e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  com nó c e n ­
tral e a 1/4 da s i n g u l a r i d a d e .  M e l h o r e s  taxas de c o n v e r g ê n c i a  são 
o b s e r v a d a s  p a r a  o e l e m e n t o  c o m  nó  a 1/4 da s i n g u l a r i d a d e .
F i n a l m e n t e ,  o r e s u l t a d o  do f l uxo ao longo do lado
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c r í t i c o  é i l u s t r a d o  n a  F i g . 3 2  p a r a  a m a l h a  de 6x6 e l e m e n t o s  f i n i ­
tos c o m  a m o d i f i c a ç ã o  e m  p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  já citada.
Fluxo
F i g .32. F l u x o  no L a d o  Crí t i c o .
3 . 4 . 4 - M E I O  N Â O  H O M O G E N E O
E s t a  é u m a  s i t u a ç ã o  c l a r a  o n d e  o B E M  t o r n a - s e  i m p r a t i ­
cável d a d a  a i n e x i s t ê n c i a  de s o l u ç õ e s  f u n d a m e n t a i s  p a r a  v a r i a ç õ e s  
a l e a t ó r i a s  do c o e f i c i e n t e  t(x) da e q u a ç ã o
- V.(t(x) V u (x)) = f(x) V x G Q
que r e p r e s e n t a  o c a m p o  p o t e n c i a l  n ã o  h o m o g e n e o  s e n d o  t(x) u m a  
f u n ç ã o  c a r a c t e r í s t i c a  do m e i o  (com v a r i a ç ã o  c o n t í n u a  ou c o n t í n u a  
por p a r t e s )  e f(x) o t e r m o  de e x c i t a ç ã o .  N o s s o  i n t e r e s s e  é r e s o l ­
ver tais p r o b l e m a s ,  c o m  d e v i d a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o ,  p a r a  s i ­
t u a ç õ e s  o n d e  t(x) é v a r i á v e l .
Se t(x) n ã o  se a n u l a  em n e n h u m  p o n t o  do d o m í n i o ,  e s s a  
v a r i a ç ã o  de t(x) n ã o  c a u s a  t r a n s t o r n o s  no M L G F M  d e v i d o  ao fato de 
que a p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  é o b t i d a  via FEM. O p r o b l e m a  
d e s s a  v a r i a ç ã o  é r e p a s s a d o  p a r a  o m o d e l o  de e l e m e n t o s  finitos,
81
f a t o  que p o d e  ser t r a t a d o  s e m  d i f i c u l d a d e .
P r o b l e m a  7. D e t e r m i n a r  u(x) tal que
-7« ( k V u(x) ) = 0 V x e !)
u(x) = 0 x € afti
u(x) = 50 x e dílz
8u (x ) /d n  = 0 x e 9Q3
o n d e  ft = { (x ,x ) e IR2 : 0 á x ,xz á a } ; a co n d u t  ividade
t é r m i c a  k = k ou k m a n t e m  a r e l a ç ã o  k /k = 10 e R / a  = 0.6, co- 1 2  1 2
m o  i n d i c a d o  n a  F i g . 3 3 .
F i g . 3 3 -  D e f i n i ç ã o  do D o m í n i o ,  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  
e M a l h a  A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s .
E s t e  p r o b l e m a  t a m b é m  foi r e s o l v i d o  por J a w o r s k i  (1981) 
o b t e n d o  p a r a  o p o t e n c i a l  os r e s u l t a d o s  i l u s t r a d o s  na Fig . 3 4 a .  A 
m a l h a  a u x i l i a r  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  m o s t r a d a  n a  F i g . 3 3  é p r o j e t a ­
da  c o m  uso do e l e m e n t o  q u 0 9 p o  e nós d u p l o s  são u t i l i z a d o s  e m  p o n ­
tos de d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  N a  F i g . 3 4 b  são 
m o s t r a d o s  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o M L G F M  e a p r o x i m i d a d e  com 
os de J a w o r s k i  é e v i d e n t e .
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(a) (b)
F i g . 3 4 -  I s o p o t e n c i a l . J a w o r s k i  (a) e M L G F M  (b).
P r o b l e m a  8. D e t e r m i n a r  u(x) tal que
-v* ( k v u (x ) ) = 1 V x e Q
u ( x) = 0  x €. dQ
on d e  Q = { (x ,x ) e IR2 : 0 £ x , x ^ 2 }, k = 1 p a r a  x £ 1 e k =1 2  1 2  1
2 p a r a  x ^  1.
D e v i d o  a s i m e t r i a  do p r o b l e m a  a p e n a s  m e t a d e  do d o m í n i o  
é d i s c r e t i z a d a  c o m  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s ,  m a l h a  h o m o g e n e a  de 5x10 
e l e m e n t o s .  O p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  u s a n d o - s e  d i r e t a m e n t e  o F E M  e o 
MLGFM. R e s u l t a d o s  de i s o p o t e n c i a l  pa r a  as duas a n á l i s e s  e s t ã o  
m o s t r a d o s  na F i g . 3 5 .  O v a l o r  m á x i m o  pa r a  p o t e n c i a l  o b t i d o  c o m  o 
F E M  é 2 . 1 4 5 0 0 0 E - 1 ,  e n q u a n t o  o o b t i d o  c o m  o M L G F M  é 2 . 1 4 5 4 5 7 E - 1 .  
N o v a m e n t e ,  a s e m e l h a n ç a  de r e s u l t a d o s  é e v i d e n t e .
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(a) (b)
POTENTlALA .21300+003 . 1979D+00C . 1828D+00D . 1677D+00E . 1526D+00
F . 1375D+006 . 1224D+00H . 1072D+00I .9215D—01J .77040-01K • 6194D—01L .46840—01M .3174D-01N . 1663D—010 • 1532D—02
F i g . 3 5 - 1 s o p o t e n c i a  1. F E M  (a), M L G F M  (b) e V i s t a  3D (c)
3 . 4 . 5 - E S C O A M E N T O  P O T E N C I A L
C o n s i d e r e  o e s c o a m e n t o  em r e g i m e  p e r m a n e n t e  de u m  f l u i d o  
ide a l , i . é ,  i n c o m p r e s s í v e 1 e não v i s c o s o .  D a d a  a n a t u r e z a  irro t a -  
c ional do e s c o a m e n t o  tem-se:
v = v $ ( 1)
o n d e  v é o v e t o r  v e l o c i d a d e  e $ u m a  f u n ç ã o  p o t e n c i a l .  Por o u t r o  
lado, a e q u a ç ã o  da c o n t i n u i d a d e  pa r a  um f l u i d o  ideal é da forma:
v-v = 0 (2 )
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C o m b i n a n d o  e s t a s  duas e q u a ç õ e s  r e s u l t a  a e q u a ç ã o  de
L a p l a c e
A $ = 0 (3)
2 2p a r a  o p o t e n c i a l  $ (A = d ( • ) /dx  ) .í
P a r a  d o m í n i o s  b i d i m e n s i o n a i s  a Eq.(2) é r e e s c r i t a  c o ­
mo :
9v x , dv y _ n (4)
dx dy
o n d e  (vx,vy) r e p r e s e n t a m  as c o m p o n e n t e s  de v nas d i r e ç õ e s  x,y; 
r e s p e c t i v a m e n t e .  E s t a  e q u a ç ã o  p o d e  ser s a t i s f e i t a  i n t r o d u z i n d o  
u m a  n o v a  f u n ç ã o  f , c h a m a d a  de f u n ç ã o  c o r r e n t e ,  d e f i n i d a  por:
P or o u t r o  lado, b fato de que o e s c o a m e n t o  é i r r o t a -  
ci o n a l  i n d i c a  que V x v = 0, ou seja:
dv y _ dVx ( 6 )
dx dy
U s a n d o  a Eq . ( 5 )  n a  Eq . ( 6 )  t e r e m o s  n o v a m e n t e  a e q u a ç ã o
de L a p l a c e
A V = 0 (7)
p a r a  a f u n ç ã o  c o r r e n t e .
P r o b l e m a  9. D e t e r m i n a r  a f u n ç ã o  p o t e n c i a l  e / o u  a f u n ç ã o  c o r r e n t e  
p a r a  o e s c o a m e n t o  ao r e d o r  de u m  c i l i n d r o  c o n f i n a d o  e n t r e  duas 
p l a c a s  c o m  as c a r a c t e r í s t i c a s  i l u s t r a d a s  na F i g . 36.
A p r i m e i r a  e t a p a  p a r a  r e s o l v e r  o p r o b l e m a  é e s t a ­
b e l e c e r  as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  ca d a  u m a  das f u n ç õ e s  d e s e ­
j adas e que e s t ã o  v i s u a l i z a d a s  na F i g . 37.
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X
F i g . 3 6 - C a r a c t e r i z a ç ã o  do P r o b l e m a .
ip - 2 0 = 2
0 = l/,(v) b d cII
£1 b / l/í = iji(y)
a



















F i g . 37- C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  p a r a  a F u n ç ã o  P o t e n c i a l  e
F u n ç ã o  C o r r e n t e .
Na  F i g . 38 a p r e s e n t a - s e  a m a l h a  de e l e m e n t o s  f i n i ­
tos l i n e a r e s  u t i l i z a d a  por C h u n g  (1978) e a m a l h a  de e l e m e n t o s  
q u a d r á t i c o s  u s a d a  p a r a  o b t e n ç ã o  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Green. 
C o m o  nos c a s o s  a n t e r i o r e s ,  a m a l h a  de e l e m e n t o s  de c o n t o r n o  
a c o m p a n h a  a m a l h a  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  c o m  nós d u p l o s  nos p o n t o s  
de d e s c o n t i n u i d a d e  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .
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13 19 25 31 37
(a) (b)
F i g . 3 8 - M a l h a  de E l e m e n t o s  F i n i t o s .  F E M  (a) M L G F M  (b)
Nas du a s  f i g u r a s  s e g u i n t e s  são a p r e s e n t a d o s  os r e ­
s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  m é t o d o  de e l e m e n t o s  finitos, C h u n g  (1978), e 
c o m  o ML G F M .  N a  F i g . 3 9  são m o s t r a d a s  as i s o l i n h a s  da  f u n ç ã o  p o ­
t e n cial e o p e r f i l  da v e l o c i d a d e  (Vx) e m  x = 3.5 p a r a  e s s a s  duas 






F i g . 3 9 - I s o 1 inhas da F u n ç ã o  P o t e n c i a l  e V e l o c i d a d e  
A c i m a  do C i l i n d r o  FEM (a) M L G F M  (b).
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( a )  ( b )
F i g . 4 0 - 1 s o 1 inhas da  F u n ç ã o  C o r r e n t e .  F E M  (a) M L G F M  (b).
ó t i m a  c o r r e l a ç ã o  de r e s u l t a d o s  é o b s e r v a d a ,  m e s m o  
p a r a  o p e r f i l  de v e l o c i d a d e s  a c i m a  do c i l i n d r o  (em x=3.5).
3 . 4 . 6 - P R O B L E M A S  A X I S S I M É T R I C O S
M u i t o  e m b o r a  o M L G F M  p o s s a  ser e n t e n d i d o  c o m o  s e n d o  
u m a  e x t e n s ã o  do G a  1e r k i n - B E M , a a n á l i s e  de p r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i -  
cos t a m b é m  é c a r a c t e r i z a d a  p e l a  s i m p l i c i d a d e .
P r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i cos são c a r a c t e r i z a d o s  p e l a  i n v a ­
r i â n c i a  do p o t e n c i a l  u(a,©,-z.) c o m  r e l a ç ã o  à c o o r d e n a d a  a n g u l a r  ©; 
s e n d o  a, © e -z. as c o o r d e n a d a s  p o l a r e s  de u m  p o n t o  x q u a l q u e r  do 
d o m í n i o .
As p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  são fe i t a s  de m o d o  
c o n v e n c i o n a l  u s a n d o  o FEM. A ú n i c a  a l t e r a ç ã o  é a t r o c a  da m a t r i z  
de r i g i d e z  do e l e m e n t o ,  [ K ]  , p e l a  m a t r i z  [ K a ] o b t i d a  p a r a  e l e m e n ­
tos a x i s s i m é t r i cos . P a r a  i l u s t r a r  es t e  fato, c o n s i d e r e - s e  o e s ­
c o a m e n t o  de u m  f l u i d o  ideal ao r edor de u m a  esfera.
A e q u a ç ã o  de L a p l a c e  da f u n ç ã o  p o t e n c i a l  p a r a  u m  s i s ­
t e m a  c u r v i l í n e o  de c o o r d e n a d a s ,  Çi , a s s u m e  a forma:
A $ = v.v = 7-7 $ = ( g J - 1 ^ -  ) = $1 g iJ = 0
dÇ i  d ç  j  1 i j
o n d e
<p | = $ ,  -  r k = $ ,  r k
I j  i j  i j  k i j k i  j
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s e n d o  r k o s í m b o l o  de C h r i s t o f e l l  de s e g u n d a  e s p é c i e ,  g l o v e t o r
ij a  i ib a s e  do s i s t e m a  c o n t r a v a r i a n t e  de c o o r d e n a d a s  e g J = g • g .
P a r a  o s i s t e m a  c i l í n d r i c o  de c o o r d e n a d a s  (Çi=-x, Ç2=e,
{3=*, 8ll=l, g 22= ^ 2 . g 33=l, r’2= - a  e r ^ = l / a )  tem-se:
i  *  = ( a2/a r2 + az/32z+ i /r  a/ar ) $ = o
de o n d e  se c a l c u l a  a m a t r i z  [ K a ] do e l e m e n t o  a x i s s i m é t r i c o ,  que 
v a l e :
[ K a ]  =  2n  JJ V. H- /i d^td z 
i ,j = 1, 2 , . . . ntn
P a r a  o u s u á r i o  a c o s t u m a d o  a p e n a s  c o m  o FEM, e s p e c i a l  
a t e n ç ã o  d e v e  ser t o m a d a  no d e s e n h o  da m a l h a  de e l e m e n t o s  de c o n ­
torno. Se o e i x o  de ax i ss ime t r i a , a,, é p a r t e  do c o n t o r n o ,  este 
e i x o  não d e v e  c o n t e r  e l e m e n t o s  de c o n t o r n o .
P r o b l e m a  10. D e t e r m i n a r  u(a,e,-z.) tal que
-A u(x) = 0  V x=(a,e,<z.) e Çi
u(x) = 1000 x g âft 3 a  = 0.1
u(x) = 500 x g  dQ 3 'i = 0.4
u , (x ) = 0 x e d Q  3 ' Z , =  0 ,£n
o n d e  0 é u m  t u b o  de s e ç ã o  a n u l a r  e dQ seu c o n t o r n o .
U s a n d o  m a l h a  h o m o g ê n e a  de 6x3 e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  
p a r a  d i s c r e t i z a ç ã o  da s e ç ã o  de a x i s s i m e t r i a ,  e l e m e n t o s  de c o n t o r ­
n os q u a d r á t i c o s  c o m  nós d u p l o s  nos p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  das 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e k o = 1 . 0 D - 6  (não e x i s t e m  c o n d i ç õ e s  de con 
t o r n o  do ti p o  D i r i c h l e t  h o m o g ê n e a s ) ,  o b t e v e - s e  os r e s u l t a d o s  
i l u s t r a d o s  na  t a b e l a  abai x o .  R e s u l t a d o s  do B E M  são de S k e r g e t  & 






u,n-0 /— n — \FEM BEM 
malha 6x3
F i g . 4 1 -  D e f i n i ç ã o  do D o m í n i o  e C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  
T a b . l l -  P o t e n c i a l . C o m p a r a ç ã o  de R e s u l t a d o s .
a A n a l í t  ica B E M M L G F M
. 15 8 5 3 . 7 6 8 5 4 . 0 85 4 . 2 3
. 20 7 5 0 . 0 0 7 5 0 . 0 750. 12
.25 6 6 9 . 5 2 6 6 9 . 4 669 . 6 5
. 30 6 0 3 . 7 6 603 . 6 603.81
. 35 548. 16 5 4 8.0 548 . 20
ó t i m a  c o n c o r d â n c i a  c o m  a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  e com 
os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o B E M  é a l c a n ç a d a  c o m  o MLGFM, m e s m o  
c o m  m a l h a  c o n s i d e r a d a  g r o s s e i r a .
P r o b l e m a  11. D e t e r m i n a r  u(a,e,-z) tal que
-A u(x) = 0  V x=(a,e,-z.) e Q
c o m  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p r e s c r i t a s  de a c o r d o  c o m  a Fig.42. Este 
p r o b l e m a  pode r e p r e s e n t a r ,  por e x e m p l o ,  o e s c o a m e n t o  de um  f l u i d o  
ideal ao r e d o r  de u m a  e s f e r a  d e n t r o  de u m a  t u b u l a ç ã o .
Na F i g . 4 3  m o s t r a - s e  as i s o l i n h a s  da f u n ç ã o  p o t e n ­
cial e o p e r f i l  da v e l o c i d a d e  p a r a  x = 3 . 5  o b t i d o s  p e l o  MLGFM. C o m o  
m e d i d a  de c o m p a r a ç ã o  de r e s u l t a d o s  m o s t r a - s e  na m e s m a  f i g u r a  as 
i s o l i n h a s  da f u n ç ã o  c o r r e n t e  e o per f i l  de v e l o c i d a d e  o b t i d o s  por 





F i g . 4 2 - D e f i n i ç ã o  do P r o b l e m a  (a). M a l h a  de E l e m e n t o s  F i n i t o s -  
C h u n g  ( b ) . M a l h a  A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s - M L G F M  (c) 















F i g . 4 3 - F u n ç ã o  P o t e n c i a  1- M L G F M  (a), F u n ç ã o  C o r r e n t e - F E M  (b), 
Perfil de V e l o c i d a d e  M L G F M  (c) e FEM(d).
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3 . 4 . 7 - T O R S Ã O  D E  E I X O S
De  a c o r d o  c o m  a t e o r i a  de S t . V e n a n t ,  na t o r s ã o  de b a r ­
ras e l á s t i c a s ,  p r i s m á t i c a s ,  c o m  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r á r i a  e 
s i m p l e s m e n t e  c o n e c t a ,  fí, e c o n t o r n o  dQ; o c a m p o  de d e s l o c a m e n t o s  
u c o m  c o m p o n e n t e s  u , v  e w  nas d i r e ç õ e s  x , y  e z, r e s p e c t i v a m e n t e ,  
é s u p o s t o  ter a c o n f i g u r a ç ã o :
u = -ezy v = ezx w  = e 3>(x,y)
o n d e  z é o e i x o  a x i a l  da barra, e é o â n g u l o  de t o r s ã o  por u n i d a ­
de de c o m p r i m e n t o  e $(x,y) é a c o n h e c i d a  f u n ç ã o  de e m p e n a m e n t o .  
U s a n d o  as r e l a ç õ e s  d e f o r m a ç ã o  x d e s l o c a m e n t o  e t e n s ã o  x d e f o r m a ­
ção da T e o r i a  d a  E l a s t i c i d a d e  (Lei de H o o k e )  r e s u l t a m  as e x p r e s ­
sões:
x = Ge ( $, x - y ) e x = Ge ( $ , y + x )13 23 '
p a r a  as ú n i c a s  t e n s õ e s  n ã o  nulas, o n d e  G é o m ó d u l o  de c i s a l h a -  
m e n t o .  S u b s t i t u i n d o  e s s a s  c o m p o n e n t e s  do t e n s o r  t e n s ã o  nas 
e q u a ç õ e s  de e q u i l í b r i o  tem-se:
A $(x,y) = 0
q ue é a e q u a ç ã o  de L a p l a c e  p a r a  a f u n ç ã o  e m p e n a m e n t o .  E s t a  
e q u a ç ã o  a d m i t e  c o m o  c o n d i ç ã o  de conto r n o :
$(o) , n = x* t em dQ
o n d e  n é o v e t o r  n o r m a l  a dQ, o r e p r e s e n t a  o c o m p r i m e n t o  de a r c o  
do c o n t o r n o ,  x é u m  p o n t o  do c o n t o r n o  e t é o v e t o r  t a n g e n t e  a dQ.
M a i s  o u t r a s  du a s  f o r m u l a ç õ e s  p a r a  o p r o b l e m a  são 
p o s s í v e i s .  A p r i m e i r a  é o b t i d a  i n t r o d u z i n d o  a f u n ç ã o  c o n j u n g a d a  
da f u n ç ã o  e m p e n a m e n t o ,  'F(x,y), com as e q u a ç õ e s  de C a u c h y - R i  e m a n n ,
i . é :
e Y,x = - $  , y
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t e m - s e  a f o r m u l a ç ã o :
A y(x,y) = 0  V x e Q
¥ ( x ,y ) = 0.5 ( x 2 + y 2 ) V x e »
que e n v o l v e  a e q u a ç ã o  de L a p l a c e .
F i n a l m e n t e ,  a ú l t i m a  f o r m u l a ç ã o  é o b t i d a  c o m  u s o  da 
f u n ç ã o  t e n s ã o  de P r a n d t l ,  w(x,y), tal que:
T 13 = W ’ y 6 T 23 = ‘ W ’ X
r e s u 1t a n d o
A w(x,y) = -2G© V x G Q
w(x,y) = 0  V x e aft
que é c a r a c t e r i z a d a  p e l a  e q u a ç ã o  de Po i s s o n .
P r o b l e m a  12. D e t e r m i n a r  a f u n ç ã o  t e n s ã o  de P r a n d t l  p a r a  t o r s ã o  de 
e i x o s  c o m  s e ç ã o  no f o r m a t o  de t r i â n g u l o s  e q u i l á t e r o s .  E s t e  tipo 
de s e ç ã o  é e s c o l h i d a  d e v i d o  ao fato de que a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  do 
p r o b l e m a  é b a s t a n t e  si m p l e s .
A d o t a n d o  o s i s t e m a  de r e f e r ê n c i a  i l u s t r a d o  na Fig. 4 4 ,  
a s o l u ç ã o  a n a l i t i c a  é:
u(x,y) = Ge ( x - y - 2 ã  )( x + y - 2 ã  )( x + ã  )/2a
on d e  y= y /3\ ã =  a/3 e a = 12.
Na  F i g . 4 5  m o s t r a - s e  a m a l h a  a u x i l i a r  de e l e m e n t o s  
f i n i t o s  u t i l i z a d a  na d e t e r m i n a ç ã o  das p r o j e ç õ e s  da  F u n ç ã o  de 
G r e e n  e as i s o l i n h a s  do er r o  % o b t i d a s  com u s o  do M L G F M . O v a l o r  
de x c a l c u l a d o  pe l o  M L G F M  é 3 . 0 0 2 3 7 E + 0 ,  e n q u a n t o  o a n a l í t i c o
max
( G e a / 2 ) v a l e  3 . 0 0 E + 0  p a r a  Ge = l / 2  e a=12.
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P=centróide
















F i g .4 4 - S i s t e m a  de R e f e r ê n c i a  e I s o l i n h a s  da  F u n ç ã o
T e n s ã o  de Pra n d t l .
F i g . 45- M a l h a  A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  
e I s o l i n h a s  do E r r o  %.
3 . 4 . 8 - C O M P A R A Ç Õ E S  C O M  R E S U L T A D O S  A N T E R I O R E S  D O  M L G F M .
C o m  o b j e t i v o  de c o m p a r a r  r e s u l t a d o s  c o m  os já 
d i s p o n í v e i s  na l i t e r a t u r a ,  S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  & S i l v a  
(1987), f o r a m  r e s o l v i d o s  os dois p r o b l e m a s  s e g u i n t e s .
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P r o b l e m a  1 3 . D e t e r m i n a r  u(x) tal que
-A u = 50 (- x 2 - y 2 + x + y) 
u = 0
V x e fí
V x e asi
o n d e  Q = { x = (x,y) e ]R2 : -l£ x , y  s 1 } e aí) = { x = (x,y) e IR2 : 
x , y  = ± 1 }. P a r a  d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  ( u s a n d o  a s i m e t r i a  do 
p r o b l e m a )  f o r a m  u t i l i z a d o s  4 e l e m e n t o s  q u 0 8 p o  e p a r a  o c o n t o r n o  8 
e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  de l i n h a  c o m  nós d u p l o s  nos p o n t o s  de des- 
c o n t i n u i d a d e  d a  n o r m a l  e / o u  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .
N a  T a b . 1 2  a p r e s e n t a - s e  os r e s u l t a d o s  de S i l v a  (1988) e 
d a  p r e s e n t e  a n á l i s e ,  i n d i c a n d o  o e r r o  p e r c e n t u a l  de c a d a  uma. 
ó t i m a  p r o x i m i d a d e  de r e s u l t a d o s  é o b s e r v a d a .
F E M
U U i
mw  •  w  •  V
BEM
F i g .4 6 - D i s c r e t i z a ç ã o  do D o m í n i o  e C o n t o r n o .  
T a b .12 - R e s u 1t a dos C o m p a r a t i v o s  p a r a  o MLGFM.









1 . 5625 
1 . 4648 
1 .1718 




0 . 6 8 9 2
0.121 
0 . 662 
0. 384 




0 . 6 8 5 8
0. 141 
- 0 . 0 6 8  
0. 256 
0. 336
U m  a s p e c t o  i m p o r t a n t e  a s a l i e n t a r  é q u e  nas a n á l i s e s  
f e i t a s  por S i l v a  (1988) e B a r c e l l o s  & S i l v a  (1987), a a p r o x i m a ç ã o  
da fu n ç ã o  de G r e e n  é f e i t a  a nível de e l e m e n t o ,  e n q u a n t o  na p r e ­
s e n t e  a n á l i s e  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  é r e a l i z a d a  t o m a n d o  como 
r e f e r ê n c i a  to d o  o d o m í n i o .
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P r o b l e m a  1 4 . D e t e r m i n a r  u(x) tal que
-A u = 1 V x e Q
u = 0 V x e 3(1
c o m  d o m í n i o  e c o n t o r n o  iguais ao do p r o b l e m a  a n t e r i o r .
A  d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  e c o n t o r n o  são iguais às do 
p r o b l e m a  a n t e r i o r  e n a  T a b . 1 3  m o s t r a - s e  os r e s u l t a d o s  da p r e s e n t e  
a n á l i s e ,  de S i l v a  ( 1988) c o m  o M L G F M  e de J a s w o n  & S y m m  ( 1977) 
c o m  o B E M  e 6 4 / 1 2 8  e l e m e n t o s  c o n s t a n t e s .
T a b . 1 3 - R e s u l t a d o s  C o m p a r a t i v o s  p a r a  o MLGFM.
X y S i l v a  (1988) P r e s e n t e B E M - 6 4 B E M - 128
0.0
0.0
0 . 0 
0 . 5
0 . 2941 
0 . 2 2 9 1
0.2 9 4 1  
0 . 2 2 9 2
0 . 2 9 4 7  
0 . 2 2 9 3
0 . 2 9 4 7
0 . 2 2 9 3
E s t e  m e s m o  p r o b l e m a  foi r e s o l v i d o  c o m  u s o  das m a l h a s  
de e l e m e n t o s  t r i a n g u l a r e s  m o s t r a d a s  na F i g .47. A d i s c r e t i z a ç ã o  do 
c o n t o r n o  foi r e a l i z a d a  c o m  e l e m e n t o s  l i n e a r e s  e p r e v e n d o  nós d u ­
p l o s  nos p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r m a l  e / o u  das c o n d i ç õ e s  
de c o n t o r n o .
T-128 T-16
/ / ; y /
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\ \\\ // // /'/







F i g . 4 7 -  D i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o .  T 1 2 8  (a) e T 1 6  (b).
A m a l h a  T 1 6  é a m e s m a  u t i l i z a d a  por D h a t t  & T o u z o t  
(1985) p a r a  r e s o l v e r  e s t e  p r o b l e m a  c o m  o FEM. R e s u l t a d o s  c o m p a r a ­
tivos e s t ã o  m o s t r a d o s  na T a b . 14 e as linhas de p o t e n c i a l  ( r e s u l ­
tados do M L G F M )  a p a r e c e m  na Fig.48.
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T a b . 1 4 - R e s u l t a d o s  C o m p a r a t i v o s  p a r a  o MLGFM.
X FEM M L G F M - T 1 6 M L G F M - T 1 28
0.0 0. 29131 0 . 2 9 1 3 1 0 . 2 9 0 6 5
0 . 1 0 . 2 8 7 9 8 0 . 2 8 7 9 8
0. 25 0 . 2 7 3 9 1 0 . 2 7 3 9 1 0 . 2 7 6 7 9
0 . 50 0 . 2 2 3 5 3 0 . 2 2 3 5 2 0 . 2 2 7 9 9
y = 0 .Ó u ( 0 , 0 ) = 0 . 2 9 4 6 8 5 4 1 3E+0.
Os r e s u l t a d o s  da T a b . 14 m o s t r a m  que o e l e m e n t o  t r i a n ­
g u l a r  linear d e v e  ser e v i t a d o  p e l o  MLGFM, pois não a p r e s e n t a  
g a n h o  n e n h u m  c o m  r e l a ç ã o  ao F E M  e, m e s m o  com m a l h a  r e l a t i v a m e n t e  
r e f i n a d a  (128 e l e m e n t o s ) ,  os r e s u l t a d o s  p a r a  o p o t e n c i a l  são 
" p é s s i m o s "  q u a n d o  c o m p a r a d o s  c o m  os o b t i d o s  com o e l e m e n t o  q u a ­
d r a n g u l a r  li n e a r  e m e s m o  n ú m e r o  nós.
A = . 28 7 6E+0  B = . 2672E+0  C = . 2469E + 0
N = . 2 2 4 7E - 2  0 = . 2 0 6 9E - 3
I
i
F i g . 4 8 -  I s o p o t e n c i a l . M a l h a  T128.
3 . 4 . 9 - 0  M É T O D O  "H R Z " .
N a  a p r o x i m a ç ã o  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  G d (P ) o 
s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  r e s u l t a n t e  é:
K+IKo
1O.OI = M_ _ _ _
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o n d e  [IM] t e m  m e s m o  a s p e c t o  formal que a m a t r i z  m a s s a  c o n s i s t e n t e  
c o m  d e n s i d a d e  u n i t á r i a .
D e v i d o  à n a t u r e z a  da m a t r i z  [IM] , o t empo de cpu u t i l i ­
za d o  p a r a  o b t e r  a a p r o x i m a ç ã o  de G d ( P )  é e x c e s s i v a m e n t e  a l t o  p a r a  
m a l h a s  c o m  g r a n d e  n ú m e r o  de nós. Por e x e m p l o ,  u m a  m a l h a  c o m  "ntn" 
nós (que c o r r e s p o n t e  a "ntn" f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  p a r a  a 
a n á l i s e  p o t e n c i a l )  r e s u l t a  u m a  m a t r i z  [IM] c o m  d i m e n s ã o  "ntn x 
ntn" e, a l é m  do e s p a ç o  p a r a  a r m a z e n a m e n t o  d e s s a  m a t r i z ,  o s i s t e m a  
a c i m a  é r e s o l v i d o  "ntn" vezes. E s t e s  f a tos p o d e m  i n v i a b i l i z a r  a 
s o l u ç ã o  e m  c o m p u t a d o r e s  de m é d i o  e p e q u e n o  p o r t e  dos p r o b l e m a s  
o n d e  e x i s t e  a n e c e s s i d a d e  de u s a r  m a l h a s  m a i s  r e f i n a d a s  p a r a  a 
d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o .
U m a  a l t e r n a t i v a  de s o l u ç ã o  p a r a  o p r o b l e m a  é a d i a g o n a ­
l i z a ç ã o  d a  m a t r i z  [iM] c o m  u s o  do " M é t o d o  HRZ", C o o k  et ali. 
(1989), c o m  c o n s e q ü e n t e  r e d u ç ã o  do e s p a ç o  de a r m a z e n a m e n t o  d e s s a  
m a t r i z  e do t e m p o  de cpu u t i l i z a d o  p a r a  r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a  em 
q u e s t ã o .  D u a s  são a p r i n c i p a i s  r a z õ e s  d e s s a  e s colha: os e x c e l e n ­
tes r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o F E M  u s a n d o  a t é c n i c a  n a  a n á l i s e  m o ­
dal e que s e u  u s o  n ã o  é r e s t r i t o  a n e n h u m  tipo de e l e m e n t o .
A i d é i a  c e n t r a l  do M é t o d o  H R Z  é u s a r  s o m e n t e  os e l e ­
m e n t o s  da d i a g o n a l  d a  m a t r i z  m a s s a  c o n s i s t e n t e ,  p o r é m  c o m  u m  c e r ­
to e s c a l o n a m e n t o  de m o d o  a p r e s e r v a r  a m a s s a  total do e l e m e n t o .  O 
M é t o d o  p o d e  ser r e s u m i d o  e m  4 etapas:
1 - C a l c u l a r  s o m e n t e  os t e r m o s  da d i a g o n a l  da m a t r i z  
m a s s a  c o n s i s t e n t e ;
2 - C a l c u l a r  a m a s s a  total do e l e m e n t o ,  m. E s t a  p a s s a g e m  
e x i g e  a p e n a s  u m a  i n t e g r a ç ã o  direta;
3 - C a l c u l a r  o v a l o r  s = V m u s a n d o  s o m e n t e  as d i a g o -j j
na i s  r e l a c i o n a d a s  c o m  g r a u s  de l i b e r d a d e  de t r a n s l a ç ã o  m u t u a m e n t e  
p a r a l e l o s  e n a  m e s m a  d i r e ç ã o ;  e
4 - E s c a l o n a r  todas as d i a g o n a i s  m u l t i p l i c a n d o - a s  por 
rn/s; o que p r e s e r v a  a m a s s a  total do e l e m e n t o .
Os r e s u l t a d o s  p r á t i c o s  do uso d e s s a  t é c n i c a  c o m  o 
M L G F M  e s t ã o  m o s t r a d o s  nos e x e m p l o s  que seguem.
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P r o b l e m a  1 6 . D e t e r m i n a r  u(x), tal que
A u = 1 
u = 0
V x € Q
V x e
s e n d o  Q = { x = ( x , y )  e K 2 : -1 £ x , y  <. 1 } e 5Q = { x = ( x , y )  e IR2 : 
x , y  = ± 1 }, que já foi r e s o l v i d o  a n t e r i o r m e n t e .  U s a n d o  m a l h a  h o ­
m o g ê n e a  de 5x5 e l e m e n t o s  q u 0 9 p o  p a r a  d i s c r e t i z a r  1/4 do d o m í n i o  
( d e v i d o  à s i m e t r i a  do p r o b l e m a )  c o m  c o r r e s p o n d e n t e  m a l h a  de e l e ­
m e n t o s  q u a d r á t i c o s  no c o n t o r n o ,  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o HRZ 
são os i l u s t r a d o s  na  T a b . 1 5 .  N o t a - s e  que n ã o  e x i s t e  d i f e r e n ç a  e n ­
tre as s o l u ç õ e s  o b t i d a s  c o m  o M L G F M - c o n v e n c i o n a 1 e o M L G F M - H R Z , 
t a n t o  e m  e n e r g i a ,  p o t e n c i a l  e / o u  f l u x o  m á x imo.
T a b .1 5 - R e s u 1t a dos C o m p a r a t i v o s :M L G F M - C o n v .x M L G F M - H R Z
S o l u ç ã o A n a l í t  ica M L G F M - C o n v . M L G F M - H R Z
E n e r g i a  
u ( 0 , 0) 
U , n (1,0)
7 . 0 2 8 8 5 0 D - 2  
2 . 9 4 8 6 8 5 D - 1  
- 6 . 7 5 3 1 4 4 D - 1
7 . 0 2 8 6 5 2 D - 2  
2 . 9 4 6 8 3 0 D - 1  
- 6 . 7 5 2 9 7  6 D - 1
7 . 0 2 8 6 5 2 D - 2  
2 . 9 4 6 8 3 0 D - 1  
- 6 . 7 5 2 9 7  6 D - 1
P r o b l e m a  1 7 . D e t e r m i n a r  a f u n ç ã o  u(x) tal que
A u ( r ,©) = 0 
u(r,e) = r 1/2cos(e/2)
3u ( r ,e ) /a e  = 0 
.2
r ,© e Q 
r ,© e 
r ,© e dQ
l ^ x i l  , O á y ^ l  }, e dQo n d e  0 = { x = (x,y) e 
são m o s t r a d o s  na F i g .23. E s t e  p r o b l e m a  t a m b é m  já foi r e s o l v i d o  
a n t e r i o r m e n t e  e d e v i d o  à sua s i n g u l a r i d a d e  foi e s c o l h i d o  como 
t e ste p a r a  v a l i d a ç ã o  do uso do HRZ. A T a b . 16 m o s t r a  os r e s u l t a d o s  
de e n e r g i a  o b t i d o s  c o m  o M L G F M - c o n v e n c i o n a 1 e o M L G F M - H R Z  e a m a ­
lha é a m e s m a  i l u s t r a d a  na Fig.23.
T a b .16 - R e s u 1tados C o m p a r a t i v o s :M L G F M - C o n v .x M L G F M - H R Z
S o 1uç ã o A n a  1í t i ca M L G F M - C o n v . M L G F M - H R Z
E n e r g i a 4 . 4 0 6 8 6 7 D - 1 4 . 4 0 8 9 3 1 D - 1 4 . 4 0 8 9 3  1 D - 1
0 c o m p o r t a m e n t o  o s c i l a t ó r i o  do f l uxo p e r t o  da s i n g u l a ­
r i d a d e  é p r e s e r v a d o  e e r r o s  s i g n i f i c a t i v o s  a p a r e c e m  s o m e n t e  no
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ú l t i m o  e l e m e n t o  p e r t o  do p o n t o  s i n g u l a r ,  i l u s t r a d o s  na Fig.49. 
A s s i m  co m o  v e r i f i c a d o  nas T a b . 1 5  e 16, os v a l o r e s  p o n t u a i s  do 
f l u x o  t a m b é m  são c o i n c i d e n t e s  p a r a  as duas a n á l i s e s :  M L G F M -  
c o n v e n c i o n a l  e M L G F M - H R Z .
Fluxo
F i g . 4 9 -  M L G F M - H R Z .  F l u x o  ao L o n g o  do L a d o  C r i t i c o .
3 . 4 . 1 O - P R O B L E M A S  T R I D I M E N S I O N A I S .
P r o b l e m a s  de p o t e n c i a i s  t r i d i m e n s i o n a i s  são a n a l i s a d o s  
com o M L G F M  s e m  n e h u m a  m u d a n ç a  na m e t o d o l o g i a  p r o p o s t a  até aqui. 
D u a s  são as m o d i f i c a c õ e s  n e c e s s á r i a s :  p a r a  a p r o x i m a ç ã o  das 
p r o j e ç õ e s  da  f u n ç ã o  de G r e e n  o e l e m e n t o  f i n i t o  p a s s a  a ser t r i d i ­
m e n s i o n a l  e p a r a  as a p r o x i m a ç õ e s  no c o n t o r n o  o e l e m e n t o  é b i d i -  
me n s  i o n a  1.
As m e s m a s  c a r a c t e r í s t i c a s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal 
de f l uxo e p o t e n c i a l  e s t ã o  p r e s e n t e s  e v e r i f i c a d a s  c o m  o e x e m p l o  
s e g u i n t e .
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P r o b l e m a  1 8 . D e t e r m i n a r  u(x) tal que:
A u = 2[ ( 1 - x 2 ) ( l - y 2 ) + ( 1 - x 2 ) ( l - z 2 ) + ( 1 - y 2 ) ( 1-z2 ) ] V x e Çi 
u = 0 V x e 0Q
s e n d o  fí = { x = (x,y,z) e IR : -1 £ x , y , z  á 1 } e 6Q é f o r m a d o  p e ­
los lados do cubo; aft = { x = ( x , y , z )  € !R3 : x , y , z  = ± 1 }.
D e v i d o  à s i m e t r i a  do p r o b l e m a ,  a p e n a s  1/8 do d o m í n i o  é 
d i s c r e t i z a d o  c o m  a p e n a s  u m  e l e m e n t o  h e 2 7 p o  e q u a t r o  e l e m e n t o s  de 
c o n t o r n o  q u a d r á t i c o  (de s u p e r f í c i e )  c o m  nós d u p l o s  e m  p o n t o s  de 
d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r m a l ,  Fig.50.
Malha
FEM BEM
F i g .5 0 - D i s c r e t i z a c ã o  do do m í n i o .
E x c e l e n t e s  r e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  e p o t e n c i a l  são o b t i ­
dos e m o s t r a d o s  n a  T a b . 1 7 ,  m e s m o  c o m  m a l h a  tão pobre.
T a b .1 7 - P o t e n c i a l  e Fluxo: A n a l í t i c o  x M L G F M .
S o 1u ç ã o A n a l í t  ica M L G F M
P em  0 
P em  A 
F em  A 
F em  B
1 . O D + O O  
0 . 0 D +00 
- 2 . O D + O O  
0 . O D + O O
1. O D + O O  (8) 
1 . 3 D -24 
- 2 . 0 D + 0 0  (8) 
5 . 5 D -14
P / F  = P o t e n c i a  1/ F 1u x o .
( • ) = D í g i t o s  s i g n i f i c a t i v o s  iguais.
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3 . 5 - C O N C L U S Õ E S .
A p ó s  a r e s o l u ç ã o  d e s t a  s é r i e  de p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l  
c o m  o MLG F M ,  a l g u m a s  das p r i n c i p a i s  c a r a c t e r í s t i c a s  e o b s e r v a ç õ e s  
v e r i f i c a d a s  são:
1-A s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal de f l uxo e p o t e n c i a l  é 
m a r c a n t e ,  a t é  m e s m o  p a r a  os e l e m e n t o s  de o r d e m  baixa;
2 - C a r a c t e r í s t i c a s  de o s c i l a ç ã o  do f l u x o / p o t e n c i a l  p a r a  
os nós de u m  m e s m o  e l e m e n t o  (nós c e n t r a i s  e dos cantos) m e r e c e  
u m a  a n á l i s e  m a t e m á t i c a  m a i s  d e t a l h a d a ;
3 - 0  u s o  de nós d u p l o s  é e s s e n c i a l  p a r a  os p o n t o s  do 
c o n t o r n o  o n d e  e x i s t e  a d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r m a l  e / o u  das 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o ;
4 - A p l i c a d o  s e g u n d o  as r e g r a s  e s t a b e l e c i d a s  no C a p í t u l o  
2, o o p e r a d o r  de N e u m a n n  a d i c i o n a l  ( W’=/jko) não i n f l u e n c i a  na 
r e s p o s t a  do p r o b l e m a ;
5 - A  t a x a  de c o n v e r g ê n c i a  A (IIeIIE R ) a p a r e n t e m e n t e  tem o
E
m e s m o  c o m p o r t a m e n t o  do FEM;
E R6 - A  t a x a  de c o n v e r g ê n c i a  (IIeII ) a p a r e n t e m e n t e  não
E
tem o m e s m o  c o m p o r t a m e n t o  do FEM; m a n t e n d o ,  pe l o  men o s ,  u m  g a n h o  
de 10 v e z e s  p a r a  c a d a  a c r é s c i m o  da o r d e m  do e l e m e n t o .  P a r a  v a l o ­
res p o n t u a i s  e s t a  r e g r a  t a m b é m  n ã o  é v á l i d a  e o g a n h o  c o m  o 
a c r é s c i m o  da o r d e m  do e l e m e n t o  é b e m  m a i s  a c e n t u a d o  e t é c n i c a s  
■p.-adaptat i vas são a l t a m e n t e  r e c o m e n d a d a s  p a r a  f u t u r o s  t r a b a l h o s ,  
co m o  m o s t r a m  as F i g s . ( 1 9 )  e (20).
7 - P a r a  p r o b l e m a s  s i n g u l a r e s ,  o p r o j e t o  da  m a l h a  é a 
e t a p a  f u n d a m e n t a l  p a r a  r e p r e s e n t a r  c o m  e f i c i ê n c i a  a s i n g u l a r i d a ­
de. P r o c e d e n d o  assim, m e s m o  c o m  e l e m e n t o s  de o r d e m  baixa, fluxos 
s i n g u l a r e s  são p o n t u a l m e n t e  r e p r e s e n t a d o s  c o m  p e r f e i ç ã o .  E r r o s  
s i g n i f i c a t i v o s  a p a r e c e m  s o m e n t e  nos nós do e l e m e n t o  que c o n t é m  a 
s i n g u l a r  i d a d e .
8 - A  n ã o  h o m o g e n e i d a d e  do m e i o  t a m b é m  é t r a t a d a  sem 
n e n h u m a  d i f i c u l d a d e .  C a r a c t e r í s t i c a s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a  p e r m a ­
n e c e m  i n a l t e r a d a s ;
9 - P r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i cos t a m b é m  são f a c i l m e n t e  m o d e ­
lados com a m e s m a  e f i c i ê n c i a  a l c a n ç a d a  p e l o  BEM, p o r é m  com e x t r e ­
ma s i m p l i c i d a d e  d e v i d o  à a p r o x i m a ç ã o  da F u n ç ã o  de Green;
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1 0 - P r a t i c a m e n t e  n ã o  e x i s t e  s e n s i b i l i d a d e  com r e l a ç ã o  à 
d i s t o r s ã o  dos e l e m e n t o s ,  m e s m o  p a r a  e l e m e n t o s  de b a i x a  ordem;
11 - 0  M é t o d o  "HRZ" pode ser e m p r e g a d o  c o m  b a s t a n t e  e f i ­
c i ê n c i a ;  e
1 2 - P r o b l e m a s  de a n á l i s e  t r i d i m e n s i o n a l  t a m b é m  são m o d e ­
lados c o m  e f i c i ê n c i a .
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CAPÍTULO 4
DESENVOLVIMENTO E APLICAÇÃO DO
MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)
PARA A ELASTOESTÁTICA
4 . 1 - I N T R O D U Ç Ã O
E s t a  é a p r i m e i r a  a p l i c a ç ã o  do M L G F M  p a r a  r e s o l v e r  
p r o b l e m a s  da  e l a s t i c i d a d e  b i d i m e n s i o n a l .  D e v i d o  a es t e  fato, d i ­
v e r s o s  p r o b l e m a s  são r e s o l v i d o s  c o m  d i f e r e n t e s  e l e m e n t o s ,  com 
o b j e t i v o  de v e r i f i c a r  se a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal de d e s l o c a m e n ­
tos e e s f o r ç o s  t a m b é m  es t á  p r e s e n t e  p a r a  a p l i c a ç õ e s  da  e l a s t i c i ­
d a d e  b i d i m e n s i o n a l .
P r o b l e m a s  de p o t e n c i a i s  s i n g u l a r e s  f o r a m  r e s o l v i d o s  
c o m  s u c e s s o  no C a p í t u l o  3, m o s t r a n d o  ó t i m a  p r o x i m i d a d e  da s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a ,  t a n t o  no f l uxo como e m  p o t e n c i a l .  E r r o s  a c e n t u a d o s  
a p a r e c e m  s o m e n t e  no ú l t i m o  e l e m e n t o  p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e .  E s t a  
m e s m a  c a r a c t e r í s t i c a  é v e r i f i c a d a  na d e t e r m i n a ç ã o  do fator de in­
t e n s i d a d e  de t e n s ã o  p a r a  p r o b l e m a s  de t r i n c a s  em p l a c a s  e, c o m p a ­
r a n d o  c o m  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com o u t r a s  t é c n i c a s  n u m é r i c a s ,  os 
p r e s e n t e s  p o d e m  ser c o n s i d e r a d o s  ótimos.
P a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  da c o n c e n t r a ç ã o  de t e n s õ e s  pa r a  
os p r o b l e m a s  on d e  a s o l u ç ã o  é " s u f i c i e n t e m e n t e  r e g u l a r " ,  m a l h a s  
g r o s s e i r a s  são s u f i c i e n t e s  p a r a  u m a  b o a  r e p r e s e n t a ç ã o  da solução. 
M e s m o  c o n s i d e r a n d o  e l e m e n t o s  d i s t o r c i d o s ,  ó t i m o s  r e s u l t a d o s  de 
d e s l o c a m e n t o  e e s f o r ç o s  f o r a m  o b t i d o s  com uso do MLGFM.
O u t r a  c a r a c t e r í s t i c a  b e m  s e m e l h a n t e  aos p r o b l e m a s  de 
p o t e n c i a i s  é a s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i c o s , que t a m b é m  é
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m a r c a d a  p e l a  s u a  s i m p l i c i d a d e .
F i n a l m e n t e ,  na p r i m e i r a  p a r t e  d e s t e  c a p í t u l o  são m o s ­
t r a d a s  as e q u a ç õ e s  b á s i c a s  da e l a s t o e s t á t i c a ;  na s e g u n d a  o d e t a ­
l h a m e n t o  do f o r m a l i s m o  do M L G F M  p a r a  e s t e s  p r o b l e m a s  e na t e r c e i ­
ra p a r t e  os r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s .
4 . 2 - R E L A Ç Õ E S  C L Á S S I C A S  D A  E L A S T O E S T Á T I C A .
N e s t a  s e ç ã o  são a p r e s e n t a d a s  a p e n a s  as f ó r m u l a s  
b á s i c a s  q u e  c a r a c t e r i z a m  a r e s p o s t a  de c o r p o s  e l á s t i c o s  lin e a r e s  
q u a n d o  s u b m e t i d o s  a c a r r e g a m e n t o s  e s t á t i c o s .
4 . 2 . 1 - 0  P r o b l e m a  d a  E l a s t i c i d a d e  L i n e a r .
N a  T e o r i a  da E l a s t i c i d a d e  o m a i o r  i n t e r e s s e  é v o l t a d o  
p a r a  a s o l u ç ã o  da e q u a ç ã o  de N a v i e r  p a r a  m e i o s  h o m o g ê n e o s ,  
i s o t r ó p i c o s  e lineares:
(X+G) V V.u + G V 2u + b = 0 (4.1)
o n d e  u é o v e t o r  d e s l o c a m e n t o
u t = { u u u }  (4.2)1 2  3
b é o v e t o r  f o r ç a  de c o r p o
b 1 = {b b b } (4.3)1 2  3
e n q u a n t o  que X e G são as c l á s s i c a s  c o n s t a n t e s  de L a m é  r e l a c i o n a ­
das com o m ó d u l o  de Young, E, e c o m  o c o e f i c i e n t e  de P o i s s o n ,  p, 
por
X = ( 1 + u ) ( l-2u) 6 G = 2(1+y) (4.4)
A s o l u ç ã o  da E q .(4.1) tem si d o  l a r g a m e n t e  i n v e s t i g a d a  
m a t e m a t i c a m e n t e  e m u i t a s  s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s  e s t ã o  d i s p o n í v e i s  na 
l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a  p a r a  p r o b l e m a s  tidos como " a c a d ê m i c o s " .
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E n t r e t a n t o ,  a s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  c o m  g e o m e t r i a  e c o n d i ç õ e s  de 
c o n t o r n o  c o m p l e x a s ,  é c o n s i d e r a d a  de g r a n d e  int e r e s s e .
P a r a  t o r n a r  o p r o b l e m a  (4.1) " b e m  p o s t o " ,  a l é m  das 
e x i g ê n c i a s  g e o m é t r i c a s ,  d e v e - s e  p r e s c r e v e r  suas p o s s í v e i s  
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  de f o r m a  a d e q u a d a .  E s s a s  c o n d i ç õ e s  p o d e m  
ser do tipo:
1 - C o n d i ç Õ e s  de C o n t o r n o  E s s e n c i a i s :
O  d e s l o c a m e n t o  é p r e s c r i t o  no c o n t o r n o ,  i.é,
u = ü(x) p a r a  x e 3(1 (4.5)
o n d e  é o c o n t o r n o  do d o m í n i o  fí.
2 - C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  N a t u r a i s :
O v e t o r  t r a ç ã o  é p r e s c r i t o  no c o n t o r n o ,  i.é,
T (x ) = T(x) p a r a  x e dQ (4.6)
o n d e  T(x) é o v e t o r  t r a ç ã o  no p o n t o  x e dQ que a d m i t e  á 
e x i s t ê n c i a  do v e t o r  n o r m a l  ( a p o n t a d o  p a r a  fora), n, em  q u a s e  t o ­
dos os seus p o n t o s .
O v e t o r  t r a ç ã o  e s t á  r e l a c i o n a d o  com o t e n s o r  tensão,
a, por
T( x) = cr*n (4.7)
s e n d o  que o o b e d e c e  a lei de H o o k e :
onde
o = X e Ô + 2 G e  (4.8)
i j  mm i j  i j
e = ( u , + u , ) / 2  (4.9)
i j  i J  j  i
* = 1 0 se i ?! j
ij \ 1 se i = j
e (•), i n d i c a  d e r i v a d a  p a r c i a l  c o m  r e l a ç ã o  a j - é s i m a  c o o r d e n a d a  
j
do s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  e m  r e f e r ê n c i a .
108
C o m  a c o m b i n a ç ã o  d e s s a s  ú l t i m a s  q u a t r o  e q u a ç õ e s ,  as 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  n a t u r a i s  p o d e m  ser r e e s c r i t a s  em  te r m o s  do 
v e t o r  d e s l o c a m e n t o  na forma:
X n V-u + 2G u, + G ( n x r o t u ) = T ( x )  (4.10)n
o n d e  ( • ) ,  i n d i c a  d e r i v a d a  n o r m a l  e m  x e 6Q.n
c o m o  sendo:
o n d e
A i n d a ,  a E q .(4.8) p o d e  ser c o n v e n i e n t e m e n t e  r e e s c r i t a
o = D e (4.11)ij ijkl kl
D  = t 6 6 + G  (6 6 + 6 6 )  (4.12)ijkl l-2p i j k l  ik j l  il j k
3 - C o n d i ç Õ e s  de C o n t o r n o  M i s t a s .
São o b t i d a s  c o m  c o m b i n a ç ã o  dos dois tipos a n t e r i o ­
res e m  d i f e r e n t e s  p a r t e s  do c o n t o r n o .  T o m a n d o  co m o  e x e m p l o ,  o 
p r o b l e m a  i l u s t r a d o  na  Fig.l, p a r a  e x p l o r a r  as c o n d i ç õ e s  de s i m e ­
t r i a  é n e c e s s á r i o  e s p e c i f i c a r  u e o n u l o s  no lado DE.1 1 2
4 - C o n d i ç Õ e s  de C o n t o r n o  não C l á s s i c a s .
E m  a d i ç ã o  a e s t e s  três t ipos c l á s s i c o s  de c o n d i ç õ e s  
de c o n t o r n o ,  e x i s t e m  o c a s i õ e s  on d e  as c o n d i ç õ e s  n a t u r a i s  a p a r e c e m  
c o m b i n a d a s  c o m  as c o n d i ç õ e s  e s s e n c i a i s  ( R o b i n - N e w t o n )  como:
a u + b T = c  (4.13)
que r e p r e s e n t a ,  por ex e m p l o ,  u m  c o r p o  s u s t e n t a d o  por a p o i o s  
e l á s t i c o s  e / o u  s u p o r t a d o  por f u n d a ç ã o  e l á s t i c a .
O u t r o  tipo de c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  não c l á s s i c a  pode 
a p a r e c e r  c o m  a c o m b i n a ç ã o  das c o m p o n e n t e s  do v e t o r  t r a ç ã o  da s e ­
g u i n t e  m a n e i r a :
a (T-n) + b (T-s) = c (4.14)
o n d e  s é o v e t o r  u n i t á r i o  t a n g e n t e  ao c o n t o r n o .  E s t a  s i t u a ç ã o  p o ­
de r e p r e s e n t a r ,  por e x e m p l o ,  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  pa r a
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s u p e r f i c i e s  de C o u l o m b .
F i g . l -  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  Mixtas.
De a g o r a  e m  d i a n t e ,  s u p õ e - s e  que o p r o b l e m a  é "b e m  
p o s t o "  e a p r ó x i m a  e t a p a  é o d e s e n v o l v i m e n t o  do f o r m a l i s m o  do 
M L G F M  p a r a  p r o b l e m a s  da e 1 as t o e s t á t i c a , s e m  r e s t r i ç õ e s  p a r a  o c a ­
so bi e / o u  t r i - d i m e n s i o n a l .
4 . 3 - F O R M A L I S M O  D O  M L G F M  P A R A  A E L A S T O E S T Á T I C A .
N a  E 1 as t o e s t á t i c a , p e l o  P r i n c í p i o  da E n e r g i a  P o t e n ­
cial Tot a l ,  o i n t e r e s s e  é o b t e r  o v e t o r  d e s l o c a m e n t o  u(x) que m i ­
n i m i z a  o f u n c i o n a l  J ( u ):
J(u) = 0 . 5 f D . .  u , u  , dí) - f b . u d Q  - f T.u.ddQ - f T.u.dôfi 
J q  i j k i  i  j  k i J Q i  i 9Q 2 1 1 J 3 Q i l 1
(4.15)
c o m  u = ü  em  9Q . Aq u i  Q c IR3 ; é a p a r c e l a  do c o n t o r n o  o n d e  u
é e s p e c i f i c a d o  e 3(1 a p a r c e l a  on d e  T(x) é e s p e c i f i c a d o .
2
A p r i m e i r a  p a r c e l a  do f u n c i o n a l  J(u) r e p r e s e n t a  a 
e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o  do c o r p o  e l á s t i c o  q u a n d o  s u b m e t i d o  ao c a r ­
r e g a m e n t o  da f o r ç a  de c o r p o  b, das t r a ç õ e s  T(x) e d e s l o c a m e n t o s  u 
no c o n t o r n o .  A s e g u n d a  p a r c e l a  r e p r e s e n t a  o t r a b a l h o  r e a l i z a d o  
p e l a s  fo r c a s  de c o r p o  e as duas ú l t i m a s  o t r a b a l h o  r e a l i z a d o  p e ­
las forças e d e s l o c a m e n t o s  de s u p e r f í c i e .
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O  f u n c i o n a l  J( u) po d e  ser c o n v e n i e n t e m e n t e  r e e s c r i t o
na forma:
J (u ) = 0.5 B ( u , u )  - F(u) (4.16)
o n d e  B(*,*) é a f o r m a  b i l i n e a r
B ( u , v )  = r D  u.,. v , dQ (4.17)J q  í jkl i j k l
e F(*) é o f u n c i o n a l
F(u) = f b . u d í !  + f í" u d9Q + f T. u~ddQ (4.18)
Q 1 1 1 1 ^afíi1 1
2
M i n i m i z a n d o  J( u) c o m  r e l a ç ã o  ao v e t o r  d e s l o c a m e n t o  
o b t e m - s e  as e q u a ç õ e s  de e q u i l í b r i o  da e l a s t o e s t á t i c a  e m  t e r m o s  de 
d e s l o c a m e n t o s :
G u , + u , + b = 0 (4.19)j kk 1-21> k kj j
c o m  p o s s í v e i s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o :
u > n + G ( u ,  + u , ) n = T  emdft (4.20)l-ZP  k k i  i j  j i j  i  2
O U
u = ü  em 60 (4.21)i Í 1
o n d e  n r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  c o m p o n e n t e  do v e t o r  n o r m a l  ( s e n t i d oi
p o s i t i v o  a p o n t a n d o  p a r a  fo r a  do corpo) e o s í m b o l o  " i n d i c a  v a ­
lor p r e s c r i t o .
É i n t e r e s s a n t e  s a l i e n t a r  que a f o r m a  b i l i n e a r  B(*,-)> 
co m o  d e f i n i d a  acima, a t e n d e  as c o n d i ç õ e s  do T e o r e m a  G e n e r a l i z a d o  
de L a x - M i l g r a m .  U m a  o u t r a  d e m o n s t r a ç ã o  da s o l u ç ã o  ú n i c a  da 
E q . ( 4 . 1 9 )  a p a r t i r  da f o r m a  b i l i n e a r  B(-,-) é a r e a l i z a d a  por 
M a l v e r n  ( 1969).
Das E q s . ( 4 . 1 9 )  e (4.20) i d e n t i f i c a - s e  o o p e r a d o r  d i ­
f e r e n c i a l ,  sd,e o o p e r a d o r  de N e u m a n n ,  Jf, tais que
esi u + b = 0 
Jf u = T





F i g . 2 -  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o .
C o m o  d é u m  o p e r a d o r  a u t o - a d j u n t o , os o p e r a d o r e s  sí* e 
Jf* t a m b é m  e s t ã o  a u t o m a t i c a m e n t e  i d e n t i f i c a d o s .  D e t a l h e s  d e s s a  d e ­
m o n s t r a ç ã o  p o d e m  ser e n c o n t r a d o s ,  por exe m p l o ,  na r e f e r ê n c i a  
B r e b b i a  et ali. (1984).
De p o s s e  d e s s e s  o p e r a d o r e s  d i f e r e n c i a i s ,  as p r o j e ç õ e s  
da F u n ç ã o  de G r e e n  p o d e m  ser c a l c u l a d a s  v i a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  r e ­
s o l v e n d o  os p r o b l e m a s  1* e 2*, E q s . ( 2 . 1 0 6 ) - ( 2 . 1 0 7 )  e ( 2 . 1 0 8 ) -
(2.109), r e s p e c t i v a m e n t e .
C o m  o o b j e t i v o  de f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o  de f u t u r o s  
d e s e n v o l v i m e n t o s ,  a d m i t e - s e  que a d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  (m a l h a  
de e l e m e n t o s  f i n i t o s )  s e j a  e f e t u a d a  c o m  u s o  do e l e m e n t o  b i l i n e a r  
de q u a t r o  nós e que a d i s c r e t i z a ç ã o  do c o n t o r n o  ( m a l h a  de e l e m e n ­
tos de c o n t o r n o )  s e j a  r e a l i z a d a  c o m  o e l e m e n t o  de linha linear. 
A i n d a ,  todo o d e s e n v o l v i m e n t o  que se s e g u e  se r á  r e a l i z a d o  b a s e a n ­
d o - s e  na e 1 as t o e s t á t i c a  b i d i m e n s i o n a l ,  porém, pode ser a p l i c a d o  
s e m  n e n h u m a  l i m i t a ç ã o  à a n á l i s e  t r i d i m e n s i o n a l .
A s s i m  sendo, a a p r o x i m a ç ã o  do v e t o r  d e s l o c a m e n t o  em 
c a d a  e l e m e n t o  do d o m í n i o  po d e  ser f e i t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :
u = w 0 O 1 ip
w 0 
O 4 tp ( U u u u u11 '  21 ' 1 2 '  2 2 1 3 '  2 3 '  1 4 '  24
(4.24)
on d e  yj r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  local de
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d o m í n i o  e u o v a l o r  da c o m p o n e n t e  no nó "1" local. M a t r i -  
c i a l m e n t e  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  p o d e  ser r e e s c r i t a  na forma:
o n d e
u = [Ÿ] q
m V9 0 O 2
V ,  0 
o 3
v 4 0 1O 4 v>4 J
(4.25)
q = {u :u1 1 • 2 1 u 1 2 U  i U  i U  i U  2 2  • 13  ' 2 3  ' 14 u } \24
P r o c e d e n d o  de m a n e i r a  a n á l o g a ,  no c o n t o r n o ,  a a p r o x i ­
m a ç ã o  p a r a  o v e t o r  d e s l o c a m e n t o  u é f e i t a  s e g u n d o  as f u n ç õ e s  de 
i n t e r p o l a ç ã o  locais, i.é:
r li» o i  <p o 1 ,  " “Lo* ♦,!<)* u 2 1 U 1 2 U  } t2 2 (4.26)
o n d e  0 r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  local de con- i
t o r n o  e u o v a l o r  da  c o m p o n e n t e  u no nó "1" local. M a t r i c i a l -  k 1 k
m e n t e  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  p o d e  ser r e e s c r i t a  na forma:
u = [$] q (4.27)
on d e
r *  0 i <p 0 "I'♦> * [ 0’ ♦ io* *2 J
q = { u  ! u iu iu }*". 11' 21' 12- 22
G l o b a l m e n t e ,  i.é, u s a n d o  as f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  
g l o b a i s  tem-se:
? n t n  0  1 { U  I U ! U I U 0 W 1 1 • 2 1 1 1 2 •n t n J 2 2
U 1 n tn u } t2 n tn
(4.28)
o n d e  yj d e n o t a  a g o r a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  g l o bal, ui kl
i n d i c a  o v a l o r  de u no nó g l o b a l  "1" e "ntn" o n ú m e r o  total dek
nós da m a l h a  de e l e m e n t o s  fi ni tos .
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A n a l o g a m e n t e ,  p a r a  o c o n t o r n o  tem-se:
22 u 1 n t n c u }t2 n t n c
0 + 0 i <p 0 1, ; 
u =  : r>2 . • • •  • i I n t n c , ( U  ! U  ! U  ! U10 <J> : 0 (*> : : 0 <p I 1 1 ‘ 2 1 ' 1 2 '*■ 1 2 ' ntncJ
(4.29)
o n d e  <p d e n o t a  a g o r a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  global, u i kl
i n d i c a  o v a l o r  de u no n ó  g l o b a l  "1" do c o n t o r n o  e "ntnc" ok
n ú m e r o  total de nós d a  m a l h a  de e l e m e n t o s  de c o n t o r n o .
N o t e  que, u m a  vez que na  d i s c r e t  iz a ç ã o  de e l e m e n t o s  
de c o n t o r n o  e x i s t e  a p o s s i b i l i d a d e  d a  e x i s t ê n c i a  de nós dupl o s ,  
c a r a c t e r i z a d o s  p e l a s  m e s m a s  c o o r d e n a d a s  e s p a c i a i s ,  e s tas f u n ç õ e s  
de i n t e r p o l a ç ã o  g l o b a i s  do c o n t o r n o  d i f e r e m  das u s u a i s  de e l e m e n ­
tos fin i t o s ,  c o m o  m o s t r a  a Fig.3. ■ i
• -- • — • — • — •  • -- • — •#-- • — •
i j k I m i j k I m n
. .k k
<p de contorno convenciona 1 do FEM 4> de contorno com no duplo  k k
F i g . 3 -  F u n ç õ e s  de I n t e r p o l a ç ã o  G l o b a i s  de C o n t o r n o .
No  final d e s t a  e t a p a  o e s p a ç o  7(V1,-p.) de e l e m e n t o s  f i ­
nitos, c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  g r a n d e z a s  A  e -p. que d e f i n e m  o m a i o r  
d i â m e t r o  e x t e r n o  d e n t r e  todos os e l e m e n t o s  da m a l h a  e o g r a u  do 
p o l i n ó m i o  a p r o x i m a d o r ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e s t á  c o m p l e t a m e n t e  d e f i ­
nido. A p r ó x i m a  e t a p a  é d e t e r m i n a r  as p r o j e ç õ e s  do T e n s o r  de 
G r e e n .
4 . 4 - A P R O X I M A Ç Ã O  D A S  P R O J E Ç Õ E S  D A  F U N Ç Ã O  D E  GREEN.
Por c o n v e n i ê n c i a ,  r e p e t e - s e  todo p r o c e d i m e n t o  d e s e n ­
v o l v i d o  no C a p í t u l o  2 a p a r t i r  dos p r o b l e m a s  1 e 2, E q s . ( 2 . 9 0 ) -  
(2.91) e (2 . 92 )-(2.93), r e s p e c t i v a m e n t e ,  p a r a  o b t e r  as p r o j e ç õ e s  
G d (P ), G d (p ), G c (P ) e G c (p ).
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4 . 4 . 1 - A P R O X I M A Ç Ã O  D E  G d ( P ) / G d ( p ) .
D o  p r o b l e m a  1, E q s . ( 2 . 9 0 )  e (2.91), tem-se:
sá* G (P ,Q ) = Ô(P,Q) I V P , Q G fl (4.30)
e ) G (p , Q ) = 0 V Q e Q, p e 6Q (4.31)
P ó s - m u l  t ipl i c a n d o  a E q . ( 4 . 3 0 )  por [ 'F (Q ) ] e i n t e g r a n d o  
no d o m í n i o  Q, m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, resulta:
sí* G d  (P ) = [*(P)] V P e Q (4.32)
e c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  da E q . ( 4 . 3 1 )  o b t é m - s e :
(Jf*+Jf9 ) G d ( p )  = 0  V p e a í l  (4.33)
N o t e  que G d ( P )  é da forma:
= 5, K ! - l s - L J dna (4-34)
o n d e  Gij d e p e n d e m  dos p o n t o s  "P,Q" e yji d e p e n d e  do p o n t o  " Q " . 
E s t a  e x p r e s s ã o  p o d e  ser r e e s c r i t a  como:
G d  (P ) = [ G d 1 (P ) ;G d 2 (P ) ! G d 3 (P ) ; • • • •: G d ntn ( P ) ] (4.35)
o n d e  as c o m p o n e n t e s  Gd*(P) valem:
G d 1(P ) = r f Gnip i Gi2tf).J 0 [ G211P1 ; G22^* dQQ (4.36)
e r e p r e s e n t a m  a i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  no e s p a ç o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  Y(Ál,fi) . A s s i m  sendo, a 
E q . ( 4 . 3 2 )  p o d e  ser r e e s c r i t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :
U £ i : : Í S £ í ]  dnQ • [ MS. ] V P e ft
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ou
*4* G d i(P) = [ V i^P ) jv (P) ] V P € Q (4.37)
de o n d e  se c o n c l u i  que as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  t a m b é m  o b e d e c e m  à e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do p r o b l e m a  adjunto, 
c o m  m o d i f i c a ç õ e s  a p e n a s  no v e t o r  e x c i t a ç ã o ,  i.é, c o m  a s u b s t i t u i ­
ç ã o  de
S (P,Q) I por [ Vio P ) !V  <P> ] (4.38)
As c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  a E q . ( 4 . 3 7 )  são e s t a b e ­
le c i d a s  à p a r t i r  d a  E q . ( 4 . 3 3 ) ,  i.é:
( ’ ) G d l(p) = 0 (4.39)
D e f i n i n d o  o o p e r a d o r  d i f e r e n c i a l  SB como:
® = [ Y l . ? y ] <4-40>
o n d e  (•) , x i n d i c a  d e r i v a d a  p a r c i a l  c o m  r e l a ç ã o  à c o o r d e n a d a  c a r ­
t e s i a n a  "x" e (• ) ) y c o m  r e l a ç ã o  a " y " , f o r m u l a - s e  o f u n c i o n a l ,  
J(Gd) ,
/ ( G d 1 ) = 0 .5  f [D % (G d i ) ] t » ( G d 1 ) dÇ) - f [ G d 1]1 P d« + j Jq j j J ^ j j
f [JT* (G d 1 ) ]1 G d 1 d3fí (4.41 )ao
c u j a  m i n i m i z a ç ã o  e p o s t e r i o r  s o l u ç ã o  c o m  o F E M  r e s u l t a  na 
p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  d e s e j a d a .  N e s t a  e x p r e s s ã o  tem-se: G d 1j
é a j - é s i m a  c o l u n a  de G d ^ P )  e P (j=l,2) vale:j
V. (P) 
l0 e P =2 (4.42)
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P a r a  f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o ,  r e e s c r e v e - s e  a j - é s i m a  
c o l u n a  d a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de Green, Gd*, 
na  forma:
Gdl = [ W  ] (4-43»
c u j a  e x p a n s ã o  no d o m í n i o  c o m  e l e m e n t o s  f i n i t o s  é f e i t a  com:
l1 = h i  0 
J LO
G d 0 0 ! J
*1 O2 tf) : * ’ * ! 2 ' ontn v ] {vintnJ
V  i W  
2 • 2 ntn
W  } ntn
(4.44)
S u b s t i t u i n d o  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  no f u n c i o n a l  J ( G d 1) e 
m i n i m i z a n d o  v i a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  p a r a  t o d a s  as c o m p o n e n t e s  da 
p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  na b a s e  do e s p a ç o  7(/7,fi), r e s u l t a  o 
s i s t e m a  de e q u a ç õ e s :
[K + K o ][<Gdp] = [Ml (4.45)
o n d e  [K] é a m a t r i z  de r i g i d e z  c o n v e n c i o n a l  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  
p a r a  a n á l i s e  de p r o b l e m a s  e l a s t o e s t á t i c o s ,
[Kl = f B 1 D B dQ (4.46)
s e n d o  D  a m a t r i z  das c o n s t a n t e s  e l á s t i c a s  do m a t e r i a l  que c o r r e ­





V 2 ,x 0
o V 2 >y
’V *  V x
\j> , x  ü ntn0 V . » yntn
®  , y  t p , Xntn ntn
(4.47)
[Ko] é a m a t r i z  r i g i d e z  a d i c i o n a l  d e v i d o  a p r e s e n ç a  do o p e r a d o r  
JV’ no c o n t o r n o :
<p o 
O 2 <*>,
“1 > 0 0 ! \<P 0 ■
J .° *1 o2
• • • • i om <p d a o
(4.48)
on d e  "m" r e p r e s e n t a  o n ú m e r o  de nós do c o n t o r n o  o n d e  a t u a  o op e -
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r a d o r  X ’ e ki u m a  c o n s t a n t e  não n u l a  a r b i t r á r i a .  U m a  o u t r a  e s c o l h a  
c o n v e n i e n t e  p a r a  a m a t r i z  [Ko] é da forma:
[Ko] = d i a g  [k ik ;k I - * * Ik ik ]1' 2 ‘ 3 - ' 2m-1 2m (4.49)
s e n d o  que k ’s são c o n s t a n t e s  a r b i t r á r i a s  n ã o  n u l a s  e "m" in d i c a  i
o n ú m e r o  de nós no c o n t o r n o  o n d e  a t u a  o o p e r a d o r  H ’ . [IM] é 
i d ê n t i c a  à m a t r i z  m a s s a  c o m  d e n s i d a d e  u n i t á r i a ,  i.é:
[M] o0
ip 0 f  0 Xntn Xl0 ip |0 UIntnJ L r l
(4.50)
DPe [(E ] c o n t é m  v a l o r e s  n o d a i s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Green:
[<g dp]
[<gdp] j,2*i
= v a l o r e s  n o d a i s  ( j = l , 2 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da
p r o j e ç ã o  G d 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  tf). (i = l,ntn) na 
d i r e ç ã o  1.
= v a l o r e s  n o d a i s  < j = l , 2 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da
p r o j e ç ã o  G d 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  ip (i = l,ntn) nai
d i r e ç ã o  2.
4 . 4 . 2 - A P R O X I M A Ç Ã O  DE  G c ( P ) / G c ( p ) .
Do  p r o b l e m a  2, E q s . ( 2 . 9 2 )  e (2.93), tem-se:
sd G ( P , q )  = 0 V P e Q, q e 6Q (4.51)
( # * + # ’ ) G ( p , q ) = <5 ( p , q ) V p , q e dQ (4.52)
P ó s - m u 1t i p 1 ic a n d o  a E q .(4.51) por [$(q)] e i n t e g r a n d o  
no c o n t o r n o  dft, m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, resulta:
G c (P ) = 0 V P e Q (4.53)
e c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  das E q s . ( 4 . 5 2 ) ,  o b t é m - s e :
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G c (P ) =
dQ
(**+/(■’)Gc(p )  = [$(p)] V p e 6Q 
N o t e  q u e  G c ( P )  é da forma:
J  d a O q
(4.54)
r [G ii Gi 2*1 r (f> o Lgzi G22J L O1 <t>t 0 i ii 0 • • • •V  !
<P 0O ntnc 1 0 (4.55)ntnc-
o n d e  Gij d e p e n d e m  d o s  p o n t o s  "P,q" e (f>i d e p e n d e  do p o n t o  q . 
E s t a  e q u a ç ã o  p o d e  ser r e e s c r i t a  como:
G c (P ) = [Gc1 (P ) j Gc2 (P ) i Gc3 (P ) j• • • j Gcntnc(P )] (4.56)
o n d e  as c o m p o n e n t e s  G c ‘(P) valem:
Gc,<p> ■ íw  [elltl g I t V ] (4.57)
e r e p r e s e n t a m  a i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  
no e s p a ç o  g e r a d o  p e l a s  f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  de e l e m e n t o s  de 
c o n t o r n o .  A s s i m  sendo, a E q . ( 4 . 5 3 )  pode ser r e e s c r i t a  da s e g u i n t e  
m a n e i r a :
P ["Gii(í> i Gl2<í> 1
Lg 2^ ; íg 22< ji ãdQq = 0 V P € Q
ou
G c 1(P ) = 0 V P € Q (4.58)
de o n d e  se c o n c l u i  que as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  t a m b é m  o b e d e c e m  à e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do p r o b l e m a  a d junto, 
c o m  m o d i f i c a ç õ e s  a p e n a s  no v e t o r  e x c i t a ç ã o ,  i.é, c o m  a s u b s t i t u i ­
ç ão de
Ô (P ,Q ) I por 0 (4.59)
N o v a m e n t e ,  as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  a E q . ( 4 . 5 8 )  
são t o m a d a s  à p a r t i r  da E q s . ( 4 . 5 4 )  e v a l e n d o :
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< # * + *’) G c ‘(p) = [ V (4 .6 0 )
D a  m e s m a  m a n e i r a  e f e t u a d a  pa r a  a p r o j e ç ã o  
G d ( P ) / G d ( p ) ,  é p o s s í v e l  e s c r e v e r  o f u n c i o n a l
0 .5  f [D 3í(Gci ) ] t S6(Gc*) dfí - f [ Gc*]1 p. d0Q +q j j Jao J J
I [JT* (Gc* ) ]t Gc* d6Q ( 4 . 61 )dQ
c u j a  m i n i m i z a ç ã o  e p o s t e r i o r  s o l u ç ã o  c o m  o F E M  r e s u l t a  na 
p r o j e ç ã o  d a  F u n ç ã o  de G r e e n  d e s e j a d a .  N e s t a  e x p r e s s ã o  tem-se: G c lj
é a j - é s i m a  c o l u n a  de G c ^ P )  e p (j=l,2) vale:j
p, = [*‘òp>] e p2 * [^(p)] (4-62)
P a r a  f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o ,  r e e s c r e v e - s e  a j - é s i m a  
c o l u n a  da i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de Green, G c l,j
na forma:
G c ‘ = [ l  ] (4.63)
c u j a  e x p a n s ã o  no d o m í n i o  c o m  e l e m e n t o s  f i n i t o s  é f e i t a  com:
G c 1 =j
0 0 ; i
0 *1 o2
! « * t  !W i i y 2 . ?ntn 0 1 { V !W 0 ' '  1
W
2 • 2
V ntn W } t ntn
( 4 . 64 )
S u b s t i t u i n d o  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  no f u n c i o n a l  J ( G c l ) ej
m i n i m i z a n d o  v i a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  p a r a  todas as c o m p o n e n t e s  da 
p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  na ba s e  do e s p a ç o  7 (h , j i ) , r e s u l t a  o 
s i s t e m a  de e q u a ç õ e s :
[K + Ko] [<GCP] = [m] ( 4 . 65 )
o n d e  [IK] e [Ko] são as m a t r i z e s  já c a l c u l a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  [m] 
é a m a t r i z
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[m] n O 0 •> 0 ! i<p 0 Vr^ O = J ^ L 0^  i “ ' i o ntnc4, J l o 1*5 Q L 1 ' 2 ■ • n t n c J L 1
<p 0 
o Y J  n t n c J  Idaft n t n c J
(4.66)
C Pe [<G ] c o n t é m  v a l o r e s  n o d a i s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Green:
CP[<G ] = v a l o r e s  n o d a i s  ( j = l , 2 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  daj , 2 * i - l
p r o j e ç ã o  G c l d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  <p (i = l,ntnc)í
n a  d i r e ç ã o  1.
CP[<G ] = v a l o r e s  n o d a i s  (j = l,2*ntn) das c o m p o n e n t e s  daj > 2* i
p r o j e ç ã o  G c 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  <p (i = l,ntnc)i
na d i r e ç ã o  2.
P a r a  f i n a l i z a r ,  as E q s . ( 4 . 4 5 )  e (4.65) são r e s o l v i d a s  
s i m u l t a n e a m e n t e  e p o d e m  ser r e e s c r i t a s  como:
[K+Ko] [<GDPj<GCP] = [Mjm] (4.67)
DP CPDe p o s s e  d e s s e s  v a l o r e s  n o d ais, [<G ] e [<E ], s e l e -  
c i o n a - s e  os v a l o r e s  dos nós do c o n t o r n o  p a r a  f o r m a r  [<GDp] e 
[<GC p ] •
4 . 5 - E Q U A Ç Õ E S  F I N AIS.
4 . 5 . 1 - D OMÍNIO.
Foi m o s t r a d o  no C a p í t u l o  2 que o s i s t e m a  final de 
e q u a ç õ e s  p a r a  o d o m í n i o  é:
A  {u} = IB {f} + <C {b} (4.68)
on d e  {u} é o v e t o r  c o n t e n d o  v a l o r e s  n o d a i s  dos d e s l o c a m e n t o s  nas 
d i r e ç õ e s  "x" e "y" ( d e s c o n h e c i d o  e / o u  d e s c o n h e c i d o  por p a r t e s ) ,  
{b} é o v e t o r  c o n t e n d o  v a l o r e s  n o d a i s  das f o r ç a s  de c o r p o  ( c o n h e ­
cido) e {f} é o v e t o r  das r e a ç õ e s  n o d a i s  no c o n t o r n o ,  i.é, os v a ­
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lores n o d a i s  de " (Jf +Jf’ )u" ( d e s c o n h e c i d o  e / o u  d e s c o n h e c i d o  por 
p a r t e s ).
4 . 5 . 2 - C O N T O R N O .
o n d e  {u} r e p r e s e n t a  a g o r a  o v e t o r  dos v a l o r e s  n o d a i s  dos d e s l o c a ­
m e n t o s  p a r a  os nós do c o n t o r n o .
4 . 6 - M A T R I Z E S
são c a l c u l a d a s  d i r e t a m e n t e  por i n t e g r a ç ã o  n u m é r i c a  em cada u m  dos 
e l e m e n t o s  do d o m í n i o  e / o u  do c o n t o r n o ,  c o m  p o s t e r i o r  s u p e r p o s i ç ã o  
v i a  e l e m e n t o s  fi n i t o s .
C o m  r e l a ç ã o  às o u t r a s  m a t r i z e s ,  m o s t r o u - s e  no 
C a p í t u l o  2 que:
o que c o m p l e t a  o c á l c u l o  de todas as m a t r i z e s  n e c e s s á r i a s .
F i n a l m e n t e ,  v a l o r e s  no d o m í n i o  são c a l c u l a d o s  u s a n d o -  
se a E q . ( 4 . 6 8 )  e as E q s . ( 4 . 7 2 )  e (4.73), r e s u l t a n d o :
P a r a  o c o n t o r n o  o s i s t e m a  final de e q u a ç õ e s  é:
D  {u} = E  {f} + IF {b} (4.69)




F t B3 = A  [<GCP ] (4.72)
(4.73)
(4.74)e
<C = BK [(G0**] 
E  = [<GCp] D
{u} = [<GCP] { f } + [<GDP ] {b } (4.75)
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4 . 7 - A P L I C A Ç Õ E S .
E m  t odas as a p l i c a ç õ e s  c o n t i d a s  n e s t e  c a p í t u l o ,  u t i ­
l i z o u - s e  a s e g u i n t e  c o n v e n ç ã o  p a r a  a e n u m e r a ç ã o  da m a l h a  a u x i l i a r  
de e l e m e n t o s  f i n i t o s :
M X - Y  = m a l h a  "Y" p a r a  o p r o b l e m a  "X".
P r o b l e m a  1. A N Á L I S E  D E  V I G A S  R E T A S  E M  B A L A N Ç O .
C o m o  p r i m e i r a  a p l i c a ç ã o  do M L G F M  p a r a  a s o l u ç ã o  de 
p r o b l e m a s  d a  e l a s t o e s t á t i c a ,  os t e s t e s  de f l e x ã o  de v i g a s  p r o p o s ­
tos por Mc N e al, 1 985 ,  são t o m a d o s  co m o  r e f e r ê n c i a .  E s t e s  p r o b l e ­
ma s  f o r a m  p r o p o s t o s  c o m  o o b j e t i v o  de t e s t a r  a e f i c i ê n c i a  de e l e ­
m e n t o s  f i n i t o s  b i d i m e n s i o n a i s  c o m  r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  e r a z ã o  de 
a s p e c t o  e n t r e  os lados do e l e m e n t o .  E s t e s  t e s t e s  e s t ã o  i l u s t r a d o s  
na F i g .4 .
O  c a r r e g a m e n t o  "P" é a p l i c a d o  n a  e x t r e m i d a d e  livre da 
viga, de c o m p r i m e n t o  L, a l t u r a  h, e s p e s s u r a  t, m ó d u l o  de Y o u n g  E 
e c o e f i c i e n t e  de P o i s s o n  v. A d m i t i n d o - s e  o e s t a d o  p l a n o  de 
t e n s õ e s  e o s i s t e m a  de r e f e r ê n c i a  i l u s t r a d o  na F i g . 5,  a s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a  p a r a  as t e n s õ e s  é d a d a  por ( T i m o s h e n k o  & G o o d i e r ,  
1970 ) :
a (x ,y ) = - 3 P x y / ( 2 c 3 )
X
e t  ( x , y )  = -3P [ 1 - ( y / c ) 2 ] / 4 cxy
o n d e  "c" é a d i s t â n c i a  da linha n e u t r a  até a s u p e r f í c i e  livre da 
v i g a  (h / 2 ).
O pe r f i l  de c i s a l h a m e n t o  x (0,y) é p r e s c r i t o  comoxy
c o n d i ç ã o  de c a r r e g a m e n t o  n a  e x t r e m i d a d e  c a r r e g a d a  da v i g a  e o 
d e s l o c a m e n t o  na  d i r e ç ã o  "y" em  (0,0) vale:
v (0,0) = P L 3 [ l + 3 E ( h / L ) 2/ 1 0 G ] / 3 E I
o n d e  G = E / { 2 + 2 ^ )  e l o  m o m e n t o  de i n é r c i a  da seção. A p r i m e i r a  
p a r c e l a  d e s s a  e x p r e s s ã o  é c o r r e s p o n d e n t e  á f l e x ã o  da v i g a  e a se-
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g u n d a  ao seu c i sa 1h a m e n t o .
h = 0 .20 
t = 0. 10 
E = 1.QE7 
p = 0 .30 
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? • f • t •  f » f »  f • • t • • • • • • • •  « H
• — • — • — • — • — • — é— • — • — • — • — • — o
V
nd dup lo
F i g .5 - S i s t e m a  de R e f e r ê n c i a ,  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  e M a l h a  
A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  e de C o n t o r n o  p a r a  a m a l h a  Ml-1.
As T a b s .1 e 2a m o s t r a m  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o 
ML G F M ,  u t i l i z a n d o  c o m o  e l e m e n t o  f i n i t o  a u x i l i a r  o l a g r a n g e a n o  
q u a d r á t i c o  p a r a  d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  e o e l e m e n t o  de linha 
q u a d r á t i c o  p a r a  d i s c r e t i z a ç ã o  do c o n t o r n o .  Nós d u p l o s  são a d i c i o ­
n a d o s  em p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da normal. Na T a b . 2 b  m o s t r a - s e  
a l g u n s  r e s u l t a d o s  t í p i c o s  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  p a r a  d e s l o c a m e n t o s  
a d i m e n s i o n a  1 i z a d o s .
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T a b . 1 - T e n s Õ e s  o (L,y).X




0 . 1 8 0 0 0 0 D + 3  
0 . O O O O O O D + O  
- 0 . 1 8 0 0 0 0 D + 3
0 . 18721 5D+3 
-0 . 3 6 0 8 0 6 D + 1 
- 0 . 1 7 2 7 8 2 D + 3
0. 1 8 9 2 4 5 D + 3  
- 4 . 6 2 3 4 4 1 D + 1 
-0. 1 7 0 7 5 1D+3
0. 1800D+3 
0 . O O O O D + O  
- 0 . 1800D+3
T a b .2 a - D e s l o c a m e n t o s  v(0,y).




0 . 2 1 6 1 0 8 8 D - 1  
0 . 2 1 6 1 0 6 8 D - 1  
0 . 2 1 6 1 0 8 8 D - 1
0. 2 1 4 U 5 7 D - 1  
0 . 2 1 4 1 133D-1 
0 . 2 1 4 1 1 7  5 D - 1
0 . 2 1 3 9 8 6 4 D - 1  
0 . 2 1 3 9 8 4 4 D - 1 
0 . 2 1 3 9 8 8 7 D - 1
0 . 2 1 6 1 8 7 D - 1
T a b .2 b - D e s l o c a m e n t o  e m  (0,0) v /v
F E M  ANAL .
M a l h a Q U A D 4 Q4S JET
M l - 1 
M l - 2  
M l - 3
0 . 9 0 4
0.071
0 . 0 8 0
0. 993 
0. 986 




Re f. 7r e y ,1989.
C o m o  L / h = 2 0 / 0 .20=100, o e f e i t o  do c i s a l h a m e n t o  é p o u ­
co p r o n u n c i a d o  p a r a  as s i t u a ç õ e s  i l u s t r a d a s  n e s t e  e x e m p l o .  O 
p r ó x i m o  p r o b l e m a  s e l e c i o n a d o  é a f l e x ã o  de v i g a s  com L/h=5, onde 
o e f e i t o  do c i s a l h a m e n t o  da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  não po d e  ser d e s ­
p r e z a d o  .
malha de elementos finitos
T • T * T * T * T * T
<•— • — • — • — è— • — * — • — • — • — é
malha de elementos de contorno
v — •— t— •— ♦— •— ♦— •— ♦— •—
$ — •— t— •— t— •— t— •— t— #— 4.
,0" no dup lo
L = 2 0 .0 h = 4 .0 u = 0 .20 E = 8 0 0 0 0 . 0  t = 0.25 P = 4.0 
F i g . 6 - M a l h a  A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  e M a l h a  de C o n t o r n o .
E s t e  p r o b l e m a  t a m b é m  foi r e s o l v i d o  por B r e b b i a  & D o ­
m i n g u e z  (1989), c o m  o uso do M é t o d o  de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  e 
c o m  o o b j e t i v o  de c o m p a r a r  r e s u l t a d o s ,  a m a l h a  de e l e m e n t o s  c o n ­
t o r n o  é a m e s m a  u t i l i z a d a  por e s t e s  aut o r e s .  E l e m e n t o s  l a g r a n g e a -  
nos q u a d r á t i c o s  são u t i l i z a d o s  p a r a  d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  e
125
n ó s  d u p l o s  são e s p e c i f i c a d o s  em p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da  n o r ­
mal, c o n f o r m e  a Fig.6. Os r e s u l t a d o s  d e s s a s  a n á l i s e s  e s t ã o  r e s u ­
m i d o s  nas T a b s .3 e 4.
T a b .3 - D e s l o c a m e n t o s  v ( 0 ,y).




0 . 1 0 1 6 6 D + 0  
0 . 1 0 1 6 9 D + 0  
0 . 1 0 1 6 6 D + 0
0. 1 0 2 3 1 D + 0  
0. 1 0 2 3 4 D + 0  
0. 1 0 2 3 1 D + 0
0. 1 0 2 8 8 0 D + 0
T a b .4 - T e n s S e s  o (L,y).X




0 . 2 9 8 5 D + 0 2  
0 . O O O O D + O O  
- 0 . 2 9 8 5 D + 0 2
0. 3 0 0 0 D + 0 2  
0 . 2 2 4 4 D - 12 
- 0 . 3 0 0 0 D + 0 2
0 . 3 0 0 0 D + 0 2  
0 . O O O O D + O O  
- 0 . 3 0 0 0 D + 0 2
N o t a - s e  das T a b s . l  a 4 ó t i m a  p r o x i m i d a d e  e n t r e  os r e ­
s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o M L G F M  e as s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s .  M e s m o  
q u a n d o  os e l e m e n t o s  e s t ã o  d i s t o r c i d o s ,  e s t a  c a r a c t e r í s t i c a  é 
m a n t i d a .  N e s t e  e x e m p l o ,  a c o m p a r a ç ã o  B E M  x M L G F M  m o s t r o u - s e  f a ­
v o r á v e l  ao M L G F M  c o m  r e l a ç ã o  à p r e c i s ã o  dos r e s u l t a d o s .
P r o b l e m a  2 . A N Á L I S E  D E  V I G A S  C U R V A S  EM B A L A N Ç O .
N e s t a s  p r i m e i r a s  a p l i c a ç õ e s  se v e r i f i c o u  que a s e n s i ­
b i l i d a d e  c o m  r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  dos e l e m e n t o s  é r e l a t i v a m e n t e  
p e q u e n a .  D i a n t e  d e s t e  fato, os p r ó x i m o s  p r o b l e m a s  s e r ã o  a a n á l i s e  
de v i g a s  c u r vas. O i n t e r e s s e  é r e s o l v ê - l o s  com a f o r m u l a ç ã o  da 
e l a s t i c i d a d e  b i d i m e n s i o n a l  e s e r ã o  c o n s i d e r a d a s  du a s  s i t u a ç õ e s :  
u m a  on d e  a r a z ã o  R / h  (raio m é d i o / a l t u r a  da viga) é p e q u e n a  e a 
o u t r a  on d e  é grande.
A p r i m e i r a  v i g a  c u r v a  a n a l i s a d a  é a i l u s t r a d a  na 
F i g . 7  c o m  R / h  p e q u e n o  e c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  do ti p o  ( T i m o s h e n k o  
& G o o d i e r , 1970):
P a r a  e=0:
%  =  0
x = -P [ r + a 2b 2/ r 3 - (a2 + b 2 )/r ]/Nr0
N = a 2 - b 2 + (a2 + b2 )-òn(b/a.) .
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P [ 3r - a 2b 2/ r 3 - (a2 + b 2 )/r ]/N 
0
O d e s l o c a m e n t o  radial ( s o l u ç ã o  a n a l í t i c a )  no raio 
m é d i o  e e x t r e m i d a d e  livre é d a d o  por:
u = -PTi (a2+ b 2 )/EN
P
a = 12.0 b = 16.0 P = 1 . 0  E = 1.0 u= 0 . 2 0  t = 1.0 
F i g . 7 - D e f i n i ç ã o  do P r o b l e m a .
P a r a  a d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  são u t i l i z a d a s  m a l h a s  
c o m  2x5 e l e m e n t o s  l a g r a n g e a n o s  c ú b i c o s  (M2-1) e q u a d r á t i c o s  (M2- 
2). As m a l h a s  de c o n t o r n o  são c o n s t r u í d a s  c o m  e l e m e n t o s  c ú b i c o s  
(M2-1) e q u a d r á t i c o s  (M2-2), p r e v e n d o  nós d u p l o s  em  p o n t o s  de 
d e s c o n t i n u i d a d e  da  n o r m a l .  R e s u l t a d o s  de t e n s õ e s  e d e s l o c a m e n t o  
são a p r e s e n t a d o s  nas T a b s .5 e 6.
T a b .5 - T e n s Õ e s  N o r m a i s  no Eng a s t e .
r A n a  1 ít i ca M2-1 M 2 - 2
16.00 4 . 5 5 6 0 4 . 8084 4 . 6 8 0 8
15.33 3 . 1 5 2 4 3 . 1 3 5 8
15 .00 2 . 4 1 1 7 2. 3832
14 . 66 1. 6 4 0 9 1 .5308
14 . 00 - 0 . 0 0 1 8 0 . 0 2 7 5 - 0 . 0 3 2 2
13.33 - 1 . 8 0 6 8 - 1 . 8 7 6 7
13.00 - 2 . 7 8 1 9 -0 . 2807
12.66 - 3 . 8 1 3 4 - 3 . 8 3 2 6
12.00 - 6 . 0 7 4 7 - 5 . 7 3 1 3 -5 .9188
P a r a  e = n /2 :
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F i g . 8 - M a l h a  A u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  e de 
E l e m e n t o s  de C o n t o r n o .
T a b . 6 -  D e s l o c a m e n t o  R a d i a l  no R a i o  M é d i o  da E x t r e m i d a d e  Livre.
A n a  1í t i ca M2-1 M 2 - 2
4 0 8 . 9 4 0 2 8 4 0 8 . 1 4 5 3 2 3 9 1 . 2 5 1 7 3
0 s e g u n d a  a p l i c a ç ã o  é a i l u s t r a d a  na F i g . 9  com R/h 
grande. A d i s c r e t i z a ç ã o  é f e i t a  s o m e n t e  c o m  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  
( M 2 - 3 = 1 2  e l e m e n t o s  e M 2 - 4 = 1 6  e l e m e n t o s ) .  R e s u l t a d o s  de * t e n s õ e s  
n o r m a i s  no e n g a s t e  e d e s l o c a m e n t o  n a  e x t r e m i d a d e  livre são m o s ­
tra d o s  nas Tabs. 7 e 8.
T a b .7 - T e n s Õ e s  N o r m a i s  no E n g a s t e .
r A n a  1í t i ca M2 - 3 M 2 - 4
4 . 32 
4.22 
4. 12
1 2 3 . 3 9 4 4  
zero 
- 1 2 9 . 3 8 4 5
1 1 1 . 3 4 0 2  
6 . 1 3 8 8  
- 1 4 1 . 8 9 5 6
1 2 4 . 6 2 7 7  
0. 5129 
- 1 2 8 . 8 5 7 6
T a b . 8 -  D e s l o c a m e n t o  R a d i a l  no R a i o  M é d i o  d a  E x t r e m i d a d e  Livre.
A n a  1í t i ca M 2 - 3 M 2 - 4
1 . 7 6 7 7 D - 3 1 . 5 5 9 4 D - 3 1 .7 5 3 2 D - 3
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M a l h a  M 2 - 3
M a l h a  M 2 - 4
a = 4 .12 b = 4 .32 E = 1 . 0 E 7  v =0 .25 t = 0 . 1 0  
F i g .9 - D i s c r e t i z a ç ã o  do D o m í n i o  e C o n t o r n o  com 
E l e m e n t o s  Q u a d r á t i c o s .
M e s m o  c o m  a p e n a s  u m  e l e m e n t o  ao longo da e s p e s s u r a ,  
as t e n s õ e s  n o r m a i s  no e n g a s t e  e os d e s l o c a m e n t o s  no raio m é d i o  da 
e x t r e m i d a d e  livre e s t ã o  r e l a t i v a m e n t e  b e m  r e p r e s e n t a d o s  p a r a  a 
m a l h a  M2-3. Os r e s u l t a d o s  p a r a  a m a l h a  M 2 - 4  m o s t r a m  a e f i c i ê n c i a  
do r e f i n o  A.
P r o b l e m a  3. T U B O  D E  P A R E D E  E S P E S S A .
U m  o u t r o  t este p r o p o s t o  por Mc Neal, 1985, é o tubo 
de p a r e d e  g r o s s a  m o s t r a d o  na F i g . 10. P a r a  m o d e l a m e n t o  d e s s e  p r o ­
b l e m a  f o r a m  u t i l i z a d o s  os e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  e nós d u p l o s  nos 
p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da normal. A T a b .9 m o s t r a  os r e s u l t a d o s  
da t e n s ã o  n o r m a l  ao longo do raio (M L G F M x A n a 1í t i c o ) e a T a b . 10 os 
d e s l o c a m e n t o s  radiais.
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Ri = 3. 0 0  Re = 9 .00 p=0 . 3 0  E = 1 0 0 0 . 0  Pi = 1.0
F i g . l O - T u b o  de P a r e d e  E s p e s s a  c o m  P r e s s ã o  Interna. 
M a l h a  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  e de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o .
T a b .9 - T e n s d e s  N o r m a i s  ao L o n g o  do Raio.
r A n a l i t  ica M L G F M
9 . 0 0 0 0 . 2 5 0 0 0 0 . 2 5 2 3 0
7 .875 0 . 2 8 8 2 6 0 . 2 8 7 2 6
6 . 750 0 . 3 4 7 2 2 0 . 3 4 9 2 0
5 . 975 0 . 4 0 8 6 1 0 . 4 0 7 4 3
5 . 200 0 . 4 9 9 4 4 0 . 5 0 1 5 2
4 . 700 0 . 5 8 3 3 5 0 . 5 8 2 0 6
4. 200 0 . 6 9 8 9 8 0 . 7 0 1 3 4
3 . 850 0 .80808 0 . 8 0 6 5 6
3 . 500 0 . 9 5 153 0 . 9 5 4 3 2
3 . 250 1 . 0 8 3 5 8 1 . 0 8 0 9 6
3 . 0 0 0 1 .25000 1 . 2 5 6 5 0
T a b .10 - D e s 1o c a m e n t o s  R a d i a i s .
r S o l . A n a  1 i t i ca M L G F M
3 . 0 
1 . 0
4 . 65 0 D - 3  
2 . 25 0 D - 3
4 . 6 4 9 6 5 0 D - 3  
2 . 2 4 9 8 9 9 D - 3
ó t i m o s  r e s u l t a d o s ,  t a n t o  p a r a  d e s l o c a m e n t o  co m o  pa r a  
t e n s õ e s  são v e r i f i c a d o s .
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P r o b l e m a  4 . F U R O  C I R C U L A R  EM P L A C A  R E T A N G U L A R .
U m a  o u t r a  a p l i c a ç ã o  é o e s t u d o  de u m a  p l a c a  r e t a n g u ­
lar c o m  fu r o  c i r c u l a r  s u b m e t i d a  à t r a ç ã o  u n i a x i a l ,  c o n f o r m e  a 
F i g . l l .  D e v i d o  á c a r a c t e r í s t i c a  " s u a v e "  da s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  
(não e s t ã o  p r e s e n t e s  c a n t o s  r e e n t r a n t e s ,  m u d a n ç a s  s ú b i t a s  nas 
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e / o u  c a r r e g a m e n t o ) ,  m a l h a s  r e l a t i v a m e n t e  
g r o s s e i r a s  são s u f i c i e n t e s  p a r a  c a p t a r  p e r f e i t a m e n t e  a 
c o n c e n t r a ç ã o  de t e n s õ e s  e x i s t e n t e  p e r t o  do furo c i r c u l a r .
F i g . 1 1 - D e f i n i ç ã o  do P r o b l e m a  e C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o .
S z a b o , 1 9 8 6 ,  u s a  as m a l h a s  i l u s t r a d a s  na F i g . 12 pa r a  
r e s o l v e r  o p r o b l e m a  c o m  as v e r s õ e s  A e fi-adaptat ivas de e l e m e n t o s  
finitos, s e n d o  que os e l e m e n t o s  u t i l i z a d o s  p a r a  a n á l i s e  
A - a d a p t a t i v a  são linea r e s .  P a r a  a n a l i s a r  o p r o b l e m a  c o m  o M L G F M  
f o r a m  u t i l i z a d a s  as d u a s  m a l h a s  (em e s c ala) m o s t r a d a s  na F i g . 13.
O p r o b l e m a  foi r e s o l v i d o  i n i c i a l m e n t e  s o m e n t e  com a m a l h a  M4-1 
( e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s ) ,  p o r é m  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  a razão 
r / w = 0 . 7 5  a p r e s e n t a m  u m  e r r o  r e l a t i v o  " m u i t o  g r a n d e "  e, d e v i d o  a 
e s t e  fato, a m a l h a  M 4 - 2  é p r o j e t a d a  com os e l e m e n t o s  c ú b i c o s  com
o o b j e t i v o  de m e l h o r a r  a r e s p o s t a  p a r a  e s t a  r azão de r/w. R e s u l ­
tados c o m p a r a t i v o s  c o m  a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  m o s t r a m  a s u p e r c o n v e r -  
g ê n c i a  p a r a  t e n s õ e s  o b t i d a  c o m  o M L G F M  e p o d e m  ser v i s t o s  na 
F i g . 14.
v e r s ã o  A (334 e l e m e n t o s )  v e r s ã o  fi (3 e l e m e n t o s )
F i g .12 - D i s c r e t i z a ç õ e s  do P r o b l e m a  p a r a  o FEM.
\
M a l h a  M4-1
♦---•-• •• •-•---•—
> — I-
M a l h a  M 4 - 2  














K t = ( J m a x (1 - r /w ) / ( ]
SOL. ANALÍT ICA 
+  MLGFM:M4-1 
*  M LG FM :M 4-2  
□  F E M -h  ADAPTATIVO 
x  F E M -p  ADAPTATIVO
F i g . l 4 - F a t o r  de C o n c e n t r a ç ã o  de T e n s õ e s .
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P r o b l e m a  5 . F A T O R  D E  I N T E N S I D A D E  D E  T E N S Õ E S  P A R A  T R I N C A S .
N e s t a  a p l i c a ç ã o ,  o o b j e t i v o  é d e t e r m i n a r  o f ator Ki 
p a r a  a s i t u a ç ã o  i l u s t r a d a  n a  F i g .15. T o m a n d o  como r e f e r ê n c i a  o 
e s t a d o  p l a n o  de d e f o r m a ç ã o ,  as c o m p o n e n t e s  do t e n s o r  t e n s ã o  p e r t o  
da t r i n c a  p o d e m  ser e s c r i t a s  na forma:
<7 ( r , e )  = Ki (2nr) 1/2 f  (©)i j i j
o n d e  (r,e) s ã o  as c o o r d e n a d a s  p o l a r e s  c o m  o p o l o  na raiz da  t r i n ­
ca, Ki o f a t o r  de c o n c e n t r a ç ã o  de t e n s õ e s  (modo I) e f (©) são»J
f u n ç õ e s  que d e p e n d e m  e x c l u s i v a m e n t e  d a  c o o r d e n a d a  a n g u l a r  © e s u ­
f i c i e n t e m e n t e  b e m  c o m p o r t a d a s .
P a r a  c a l c u l a r  o f a tor Ki u t i l i z a - s e  a m e s m a  t é c n i c a  
e m p r e g a d a  no m é t o d o  de e l e m e n t o s  fin i t o s ,  isto é, c a l c u l a n d o  o
1 i m i t e :
Ki = tlm  o (r,©) (2jtr) 1/2/f (©)
r-»0 ij ij - - ■ - ---------
e, como v i s t o  em p r o b l e m a s  p o t e n c i a i s ,  u m a  p e r t u r b a ç ã o  n e s s e  f a ­
tor é e s p e r a d a  p e r t o  da s i n g u l a r i d a d e  d e v i d o  às o s c i l a ç õ e s  c a r a c ­
t e r í s t i c a s  das s o l u ç õ e s  o b t i d a s  c o m  o B E M  p a r a  os p r o b l e m a s  s i n ­
g u l a r e s .  E n t r e t a n t o ,  c o m  o p r o j e t o  d a  m a l h a  s e g u i n d o  as 
p r o g r e s s õ e s  g e o m é t r i c a s  v i s t a s  a n t e r i o r m e n t e ,  er r o  s i g n i f i c a t i v o  
é e s p e r a d o  s o m e n t e  no ú l t i m o  e l e m e n t o  p e r t o  da trinca.
i i t i t t t t t t t t t
14
F i g .15 - C a r a c t e r i z a ç ã o  do P r o b l e m a  e C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o .
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P r o c e d e n d o  d e s t a  m a n e i r a ,  a m a l h a  a u x i l i a r  de e l e m e n ­
tos f i n i t o s  é p r o j e t a d a  c o m  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  e e s c a l o n a d o s  
em p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  (razão igual a 0.20), c o n f o r m e  a Fig.16. 
Nós d u p l o s  são e s p e c i f i c a d o s  em p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r ­
mal e a m a l h a  de c o n t o r n o  t a m b é m  é c o n s t r u í d a  c o m  e l e m e n t o s  qu a -  
drát i c o s .
T o m a n d o  como r e f e r ê n c i a  a (r,e) e f a z e n d o  o limite22
de r t e n d e r  a z e r o  p a r a  e=0, a c u r v a  o b t i d a  p a r a  Ki é a m o s t r a d a
n a  F i g . l 7 b .  C o m o  p r e v i s t o , a  o s c i l a ç ã o  d a  t e n s ã o  a (r,e) ao r e dor
22
do p o n t o  s i n g u l a r  é v e r i f i c a d a  e as m a i o r e s  a m p l i t u d e s  de 
o s c i l a ç ã o  a p a r e c e m  j u s t a m e n t e  nos ú l t i m o s  e l e m e n t o s  p e r t o  da 
trinca. M e s m o  a s s i m ,  o v a l o r  de Ki ( e x t r a p o l a n d o )  e s t á  b e m  
p r ó x i m o  do v a l o r  exato.
A p e s a r  d e s t a  ó t i m a  c o n c o r d â n c i a  c o m  a s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a ,  n a  F i g . l 7 b  a i n d a  é p o s s í v e l  i d e n t i f i c a r  que os r e s u l ­
t a d o s  p a r a  os n ó s  s i t u a d o s  no m e i o  do e l e m e n t o  e s t ã o  ma i s  
p r ó x i m o s  d a  c u r v a  a n a l í t i c a  e que s o m e n t e  no ú l t i m o  e l e m e n t o  p e r ­
to d a  s i n g u l a r i d a d e  é que a o s c i l a ç ã o  é b e m  vis í v e l .
\ /\ /\ /V1 - f
F i g . l 6 - M a l h a  a u x i l i a r  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  e 
de E l e m e n t o s  de C o n t o r n o .
F i g . 1 7 a - G e o m e t r i a  D e f o r m a d a -
0  <r,e) (2ffr)0'5IJ
F i g .17 b - F a t o r  I n t e n s i d a d e  Ki.
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P r o b l e m a  6 . P L A C A  C I R C U L A R .
O u t r a  c l a s s e  de p r o b l e m a s  que p o d e m  ser a n a l i s a d o s  
c o m  e l e m e n t o s  b i d i m e n s i o n a i s  são os " a x i s s i m é t r i c o s " . A s s i m  como 
p a r a  a a n á l i s e  dos p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l ,  a f o r m u l a ç ã o  dos p r o ­
b l e m a s  a x i s s i m é t r i c o s  c o m  o M L G F M  é c a r a c t e r i z a d a  p e l a  s i m p l i c i ­
d a d e  e f a c i l i d a d e  de i m p l e m e n t a ç ã o .
N o v a m e n t e ,  as ú n i c a s  a l t e r a ç õ e s  n e c e s s á r i a s  são: a 
t r o c a  do e l e m e n t o  f i n i t o  b i d i m e n s i o n a l  ( e s t a d o  p l a n o  de ten s ã o  ou 
d e f o r m a ç ã o )  p e l o  e l e m e n t o  a x i s s i m é t r i c o  e a m a l h a  de e l e m e n t o s  
de c o n t o r n o  q u e  n ã o  d e v e  c o n t e r  e l e m e n t o s  no ei x o  de a x i s s i m e t r i a  
q u a n d o  es t e  e i x o  faz p a r t e  do c o n t o r n o  da s e ç ã o  a x i s s i m é t r i c a .
A s s i m ,  o e l e m e n t o  f i n i t o  p a s s a  a ser ( a d o t a n d o  o ei x o  
"y" co m o  e i x o  de s i m e t r i a ) :
[K] = 2n J J B 1 D  B x dx dy
x y
o n d e  a m a t r i z  D  é a e s p e c í f i c a  p a r a  p r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i c o s  e B 
v a l e
B =
<Pi > X 0
0 4>j  > y<Pj f y <í> j  1 x
<p j / X 0
j = 1 , 2 , . . . , ntn
C o m o  a p l i c a ç ã o  de p r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i c o s ,  c o n s i d e -
r e - s e p l a c a  c i r c u l a r com c a r r e g a m e n t o uni f o r m e m e n t e
d i s t r i b u í d o ,  c o m o  i n d i c a d o  na Fig.18.
simplesmente apoiada engastada
E = 1 0 9 2 0 . 0  h = 0 . 10 R = 5 .0 q = 1 . 0  
F i g . l 8 - P l a c a  C i r c u l a r  c o m  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o .
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A  p l a c a  é d i s c r e t i z a d a  c o m  q u a t r o  m a l h a s :  M6-1 e M6 - 2  
c o m  10 e 5 e l e m e n t o s  c ú b i c o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  M 6 - 3  e M 6 - 4  c o m  10 
e 5 e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s ,  c o n f o r m e  a Fig.19. Nós d u p l o s  são in­
s e r i d o s  n a  m a l h a  de c o n t o r n o  em  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r ­
mal .
A  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  p a r a  o d e s l o c a m e n t o  c e ntral, 
( T e o r i a  de P r i m e i r a  O r d e m ) , p a r a  a p l a c a  e n g a s t a d a  é:
w(0) = l?15[ 1 + 3t <1 - v ) ( t / R >2 ]
o n d e  "t" é a e s p e s s u r a  da placa, â é o fator de c o r r e ç ã o  da e n e r ­
g i a  d e v i d o  ao c i s a l h a m e n t o  e D  = E t 3/12(l - v2 ) . P a r a  a p l a c a  




O  • n ò  d u p l o










F i g .19 - D i s c r e t i z a ç o e s  do D o m í n i o  e C o n t o r n o .
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Os r e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o  e s t ã o  m o s t r a d o s  nas 
T a b s . 11 e 12 e ó t i m a  c o n c o r d â n c i a  com a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  é 
o b s e r v a d a .
T a b . 1 1 - D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l  p a r a  P l a c a  Engastada,
So 1.A n a  1 ít i ca M6-1 M 6 - 2 M6 - 3 M 6 - 4
9 . 7 8 3 4 8 9 . 7 8 3 0 0 9 . 7 8 2 2 7 9 . 7 4 5 7 6 9 . 5 8 5 1 6
T a b .1 2 - D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l  p a r a  P l a c a  S i m p l e s m e n t e  Apoiada,
So 1.A n a l í t  ica M6 - 1 M 6 - 2 M6 - 3 M6-4
3 9 . 8 3 1 5 6 3 9 . 8 2 6 5 7 3 9 . 8 1 3 9 2 3 9 . 8 2 5 8 9 3 9 . 7 8 7 1 4
T a b .13 - T e n s õ e s  R a d i a i s  no E n g a s t e .
y M 6 - 1 M 6 - 2 M6 - 3 M 6 - 4
0 . 0 5 0 0  
0 . 0 1 6 6  
0.
- 0 . 0 1 6 6  
- 0 . 0 5 0 0
- . 1 9 8 3 4 D + 4  
-. 5 8 0 9 1D+3
.5 8 0 3 5 D + 3  
.19 8 3 4 D + 3
- . 2 0 9 1 7 D + 4  
-.5 3 6 8 1 D + 3
.5 3 6 2 6 D + 3  
.2 0 9 1 6 D + 3
-.1 8 7 4 5 D + 4  
.2 1 4 2 8 D + 0  
.1 8 7 4 9 D + 4
- . 1 8 7 4 9 D + 4  
.2 1 4 2 8 D + 0  
. 18 7 4 5 D + 4
P r o b l e m a  7 . C A S C A S  E S F É R I C A S  E S Ó L I D O S  C O M  P R E S S Ã O  INTERNA.
N e s t e  p r o b l e m a  s e r ã o  c o n s i d e r a d a s  duas sit u a ç õ e s :  
c a s c a s  s e m i - e s p e s s a s  e s ó l i d o  com p r e s s ã o  interna. P r i m e i r a m e n t e  
a n a l i s a - s e  a e s f e r a  sólida, i l u s t r a d a  na Fig.20, c o m  raio interno 
a=3.0, r a i o  e x t e r n o  b = 9 . 0  e s u b m e t i d a  a u m a  p r e s s ã o  i n t e r n a  p=l.
Sem Elementos
\
E= 1000.0 t>=0.3Q 
F ig .2 0 - D i s c r e t i z a ç ã o  da C a s c a  e C o n t o r n o .
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A s e ç ã o  a x i s s i m é t r i c a  da c a s c a  é m o d e l a d a  c o m  uso de 
e l e m e n t o s  l a g r a n g e a n o s  q u a d r á t i c o s  e seu c o n t o r n o  (não i n c l u i n d o  
o e i x o  y) t a m b é m  é d i s c r e t i z a d o  c o m  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s ,  p r e ­
v e n d o  nós d u p l o s  e m  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da n o r mal.
R e s u l t a d o s  de tensões, a s s i m  como d e s l o c a m e n t o s ,  
a p r e s e n t a m  b o a  c o n c o r d â n c i a  c o m  os v a l o r e s  a n a l í t i c o s ,  R o a r k  & 
Y o u n g ,  1976. A o s c i l a ç ã o  das t e n s õ e s  n o r m a i s  ao r e d o r  da s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a ,  v i s t a  n a  T a b . 1 5 ,  é u m a  das c a r a c t e r í s t i c a s  do e l e m e n t o  
q u a d r á t i c o  e t a m b é m  foi v e r i f i c a d a  p a r a  os p r o b l e m a s  de p o t e n ­
cial.
T a b .1 4 - D e s l o c a m e n t o s  Ra d i a i s .
r S o 1.A n a  1. M L G F M
3.0
9.0
2 . 0 7 1 1D-3 
3 . 6 3 4 6 D - 4
2 . 0 7 0 1 D - 3  
3 . 6 3 3 1 D - 4
T a b . 1 5 - T e n s Õ e s  N o r m a i s  ao L o n g o  do Raio.
r S o 1.A n a l . M L G F M
9 . 000 . 5 7 6 9D-1 .6 1 2 1 D - 1
7 .875 . 6 7 1 6 D - 1 . 6 5 2 8 D - 1
6. 750 .8 4 0 4D-1 .8 8 9 9 D - 1
5 . 975 . 1041D+0 .1 0 0 9 D + 0
5 . 200 .1 3 8 1D+0 . 1458 D + 0
4. 700 . 1734D+0 . 1688 D + 0
4 . 200 .2 2 7 6 D + 0 . 2 2 1 1D+0
3 .850 .2 8 4 1 D + 0 .2 7 7 9 D + 0
3 . 500 .3 6 5 4 D + 0 .3 7 8 6 D + 0
3 . 250 .4 4 6 8 D + 0 .4 3 8 9 D + 0
3 . 000 .5 5 7 6 D + 0 .5 7 4 7 D + 0
D o s  r e s u l t a d o s  a c i m a  c o n c l u i - s e  que s ó l i d o s  
a x i s s i m é t r i cos são m o d e l a d o s  com boa p r e c i s ã o  p e l o  MLGFM, m e s m o  
c o n s i d e r a n d o  os e l e m e n t o s  de b a i x a  o r d e m  u t i l i z a d o s .
A p r ó x i m a  a p l i c a ç ã o  é a a n á l i s e  de c a s c a s  s emi- 
e s p e s s a s  c o m  o MLGFM. Seja, por ex e m p l o ,  a c a s c a  i l u s t r a d a  na 
F i g . 2 1 ,  c o m  r a i o  i n t e r n o  a=10, raio e x t e r n o  b=ll e s u b m e t i d a  a 
u m a  p r e s s ã o  i n t e r n a  p=l.
0 d o m í n i o  e o c o n t o r n o  são d i s c r e t i z a d o s  com e l e m e n ­
tos c ú b i c o s  e p r e v e n d o  nós d u p l o s  nos p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  
da n o r m a l .
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R e s u l t a d o s  de t e nsões, a s s i m  como d e s l o c a m e n t o s ,  
a p r e s e n t a m  b o a  c o n c o r d â n c i a  c o m  os v a l o r e s  a n a l í t i c o s ,  R o a r k  & 
Y o u n g ,  1976. M e l h o r e s  r e s u l t a d o s  p o d e r i a m  ser c o n s e g u i d o s  com o 
a u m e n t o  do g r a u  do e l e m e n t o  e / o u  c o m  o r e f i n o  da ma l h a ,  po i s  ao 
longo d a  e s p e s s u r a  u s o u - s e  a p e n a s  u m  e l e m e n t o .  A o s c i l a ç ã o  de 
t e n s õ e s  ao r e d o r  d a  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a ,  T a b . 1 7 ,  t a m b é m  já era 
e s p e r a d a ,  c o m o  nos p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l  (por e x e m p l o ,  o P r o b l e ­
m a  3, p g .58 ) .
E = 1 0 0 0 . 0  p = 0 .30 
F i g . 2 1 - D i s c r e t i z a ç â o  do D o m í n i o  e C o n t o r n o .
T a b .1 6 - D e s l o c a m e n t o s  R a d i a i s .
r S o 1.A n a  1. M L G F M
10.0
11.0
3 . 8 2 2 D - 2  
3 . 4 8 9 D - 2
3 . 8 3 5 2 D - 2  
3 . 5 0 2 4 D - 2
T a b .17 - T e n s Õ e s  N o r m a i s  ao L o n g o  do Raio.





.5 0 3 1D+1 
.484 3 D + 1 
.4 6 7 7 D + 1 
. 4 5 3 1 D + 1
. 5 0 8 6 D + 1  
.4 8 2 4 D + 1  
.4 7 5 6 D + 1  
.4 2 9 3 D + 1
4 . 8 - C O N C L U S Õ E S .
C o m  os r e s u l t a d o s  d e s t a s  a p l i c a ç õ e s  c o n c l u i - s e  que a 
a p l i c a ç ã o  do M L G F M  p a r a  p r o b l e m a s  d a  E l a s t i c i d a d e  B i d i m e n s i o n a l  é 
p e r f e i t a m e n t e  v i á v e l  e c a r a c t e r i z a d a  p e l o s  s e g u i n t e s  fatores:
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1-A s u p e r c o n v e r g ê n c ia nodal de d e s l o c a m e n t o / e s f o r ç o s  
t a m b é m  é m a r c a n t e  p a r a  este tipo de a p l i c a ç ã o ,
2-A a n á l i s e  de p r o b l e m a s  a x i s s i m é t r i cos é e x t r e m a m e n ­
te s i m p l e s  q u a n d o  c o m p a r a d a  c o m  os e l e m e n t o s  a x i s s i m é t r i c o s  do 
BEM,
3-A c o n c e n t r a ç ã o  de t e n s õ e s  p a r a  s o l u ç õ e s  " s u a v e s "  é 
c a p t a d a  c o m  e x a t i d ã o ,  m e s m o  c o m  m a l h a s  g r o s s e i r a s ,
4 - C o m  o p r o j e t o  a d e q u a d o  da m a l h a  de e l e m e n t o s  f i n i ­
tos, o f a t o r  de i n t e n s i d a d e  de t e n s õ e s  p a r a  f r a t u r a  e l á s t i c a  pode 
ser d e t e r m i n a d o  c o m  b o a  p r e c i s ã o ,
5 - R e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o  e e s f o r ç o s  f i c a m  c o m p r o ­
m e t i d o s  p a r a  e l e m e n t o s  c o m  r a z ã o  e n t r e  lados m u i t o  g r a n d e  e seve^- 
r a m e n t e  d i s t o r c i d o s ,  e
6- De m a n e i r a  geral, um  a u m e n t o  na o r d e m  do e l e m e n t o  
t a m b é m  a c a r r e t a  u m a  s e n s í v e l  r e d u ç ã o  do erro.
4 . 9 - R E F E R Ê N C I A S  B I B L I O G R Á F I C A S .
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B o u n d a r y  E l e m e n t s  A n  I n t r o d u c t o r y  C o u r s e .  C o m p u t a t i o n a l  M e c h a ­
n i c s  P u b l i c a t i o n s ,  S o u t h a m p t o n - B o s t o n . C o p u b l i c a d o  c o m  Me G r a w -  
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CAPÍTULO 5
DESENVOLVIMENTO E APLICAÇÃO DO
MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)
PARA PLACA DE MINDLIN.
5 . 1 - I N T R O D U Ç Ã O
O  e s t u d o  da f l e x ã o  de p l a c a s  c o m  "uso do M é t o d o  de 
E l e m e n t o s  de C o n t o r n o  (BEM) pode ser c o n s i d e r a d o  b a s t a n t e  r e c e n ­
te. F o r m u l a ç õ e s  i n t e g r a i s  (BEM) p a r a  p l a c a s  finas s u r g i r a m  na li­
t e r a t u r a  no final d a  d é c a d a  de 60, J a s w o n  & Ma i t i ,  1968; porém, 
foi d u r a n t e  a d é c a d a  de 70 que es t e  p r o b l e m a  foi d e v i d a m e n t e  r e ­
s o l v i d o  c o m  o BEM. E n t r e t a n t o ,  a s o l u ç ã o  de p l a c a s  m o d e r a m e n t e  
e s p e s s a s  só foi p o s s í v e l  c o m  o a p a r e c i m e n t o  das s o l u ç õ e s  f u n d a ­
m e n t a i s  a p r e s e n t a d a s  por V a n  der W e e é n  (1982, p l a c a  de R e i s s n e r )  
e S i l v a  (1988, p l a c a  de M i n d l i n ) .  D e s d e  então, ó t i m o s  r e s u l t a d o s  
t a n t o  p a r a  d e s l o c a m e n t o s  co m o  p a r a  t e n s õ e s  são a p r e s e n t a d o s  na 
1 i t e r a t u r a .
A p e s a r  dos e x c e l e n t e s  r e s u l t a d o s  p a r a  p l a c a s  
i s o t r ó p i c a s ,  o g r a n d e  i n c o n v e n i e n t e  do B E M  p a r a  p l a c a s  a i n d a  p e r ­
siste: u m a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  n e m  s e m p r e  é c o n h e c i d a .  B a s t a  uma 
v a r i a ç ã o  das p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  do m e i o  ( e s p e s s u r a ,  por e x e m ­
plo) p a r a  i n v i a b i l i z a r  a s u a  a p l i c a ç ã o  d i r e t a ,  r e q u e r e n d o  m é t o d o s  
i t e r a t i v o s .  M o s t r a - s e  a segu i r ,  que este fato é c o n t o r n a d o  com 
m u i t a  e f i c i ê n c i a  p e l o  M é t o d o  da F u n ç ã o  de G r e e n  L o c a l  M o d i f i c a d o  
(MLGFM) e que a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  n o d a l , t a n t o  p a r a  d e s l o c a m e n t o s
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co m o  p a r a  t e n s õ e s ,  t a m b é m  é u m a  c a r a c t e r í s t i c a  d e s s a  n o v a  
técnica.
E m  se t r a t a n d o  do M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  (FEM), 
a p r o c u r a  de e l e m e n t o s  c o m  a l t a  p e r f o r m a n c e  p a r a  p l a c a / c a s c a  tem 
si d o  o o b j e t i v o  de m u i t o s  p e s q u i s a d o r e s  nos ú l t i m o s  25 anos. E l e ­
m e n t o s  c o m  a l t a  p e r f o r m a n c e  são c a r a c t e r i z a d o s  por F e l i p p a  & Mi- 
litello, 1989, c o m o  s e n d o  e l e m e n t o s  s i mples, c o m  p o u c o s  g r a u s  de 
l i b e r d a d e  f í s i c o s  e p r e f e r e n c i a l m e n t e  nos v é r t i c e s  dos ele m e n t o s ,  
c o n v e r g e n t e s ,  i n s e n s í v e i s  c o m  r e l a ç ã o  ao s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  
a d o t a d o  (f r a m e - i n v a r i a n t ), s e m  t r a v a m e n t o  (locking), s e m  m o d o s  
e s p ú r i o s ,  n e m  m u i t o  r í g i d o  e n e m  m u i t o  fle x í v e i s ,  t e n s õ e s  p r e c i ­
sas t a n t o  q u a n t o  d e s l o c a m e n t o s ,  p e q u e n a  s e n s i b i l i d a d e  à 
d i s t o r s ã o ,  de fácil c o n e x ã o  c o m  o u t r o s  e l e m e n t o s ,  e c o n ô m i c o ,  e x ­
t e n s ã o  fácil p a r a  a n á l i s e  n ã o  linear e d i n â m i c a  e com e s t i m a d o r e s  
de e r r o  p a r a  as a n á l i s e s  a d a p t a t i v a s .
E n t r e t a n t o ,  o t r a v a m e n t o  (locking), os m o d o s  e s p ú r i o s  
e / o u  a s e n s i b i l i d a d e  à d i s t o r s ã o  da  m a l h a  são p r o b l e m a s  q u a s e  
s e m p r e  p r e s e n t e s  nos m a i s  d i v e r s o s  tipos de e l e m e n t o s  p r o p o s t o s  
n a  l i t e r a t u r a .  M e s m o  nos e l e m e n t o s  m a i s  m o d e r n o s ,  com as 
f o r m u l a ç õ e s  ANS ( A s s u m e d  N a t u r a l  Strain) e M I T C  (Mixed- 
I n t e r p o l a t e d  T e n s o r i a l  C o m p o n e n t e s ) ,  a s e n s i b i l i d a d e  à d i s t o r s ã o  
é n o t a d a  e o s u c e s s o  c o m  e l e m e n t o s  de b a i x a  o r d e m  não p a r e c e  tão 
p r o m i s s o r  p a r a  e l e m e n t o s  de o r d e m  s u p e r i o r ,  D o n e a  & B e l y s t c h k o  
(1987), d i f i c u l t a n d o  os p r o c e s s o s  a d a p t a t i v o s .
E m b o r a  os e l e m e n t o s  u t i l i z a d o s  p a r a  a a p r o x i m a ç ã o  das 
p r o j e ç õ e s  d a  F u n ç ã o  de G r e e n  s e j a m  e l e m e n t o s  l a g r a n g e a n o s  b a s e a ­
dos em d e s l o c a m e n t o ,  o f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  (locking) não foi 
v e r i f i c a d o  c o m  o u s o  do M L G F M . O u t r o  r e s u l t a d o ,  já m e n c i o n a d o  
acima, é a s u p e r c o n v e r g ê n c i a  dos v a l o r e s  n o d a i s  de t e n s õ e s  e d e s ­
l o c a m e n t o s .  A p o u c a  s e n s i b i l i d a d e  dos d e s l o c a m e n t o s  p a r a  a d i s ­
t o r s ã o  da m a l h a  t a m b é m  é m a r c a n t e ,  m e s m o  p a r a  e l e m e n t o s  de b a i x a  
ordem. R e s u l t a d o s  de m o m e n t o s  e f o r ç a  c i s a l h a n t e  m e n o s  s e n s í v e i s  
à d i s t o r s ã o  da m a l h a  são o b t i d o s  c o m  uso de e l e m e n t o s  com o r d e m  
s u p e r i o r ,  a u m e n t a n d o  a i n d a  m a i s  as e x p e c t a t i v a s  c o m  r e l a ç ã o  aos 
p r o c e s s o s  -p,-adaptat ivos p a r a  as a p r o x i m a ç õ e s  das p r o j e ç õ e s  da 
F u n ç ã o  de Gr e e n .
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5 . 2 - M O D E L O  D A  P L A C A  D E  M I N D L I N .
S e j a  a p l a c a  m o d e r a d a m e n t e  es p e s s a ,  i s o t r ó p i c a ,  h o m o ­
gênea, c o m  e s p e s s u r a  "A" ( c o n s t a n t e  ou não), c a r a c t e r i z a d a  pela 
s u a  s u p e r f í c i e  m é d i a ,  c o n f o r m e  a F i g . l . ,  e s u b m e t i d a  a c a r r e g a ­
m e n t o s  de flex ã o .  S u a  s u p e r f í c i e  m é d i a  po d e  ser e n t e n d i d a  como 
s e n d o  u m  d o m í n i o  a b e r t o ,  Q, c o m  c o n t o r n o  s u f i c i e n t e m e n t e  regular, 
8Q.
T e o r i a s  de p r i m e i r a  o r d e m  p a r a  f l e x ã o  de p l a c a s  a d o ­
ta m  as s e g u i n t e s  h i p ó t e s e s :  d e s l o c a m e n t o s  e r o t a ç õ e s  p e q u e n o s ,  a 
n o r m a l  à s u p e r f í c i e  m é d i a  p e r m a n e c e  reta, p o r é m  n ã o  n e c e s s a r i a ­
m e n t e  o r t o g o n a l  à m e s m a  ap ó s  a d e f o r m a ç ã o  e que ao longo da e s ­
p e s s u r a  as t e n s õ e s  n o r m a i s  são d e s p r e z á v e i s .
C o m  e s t a s  h i p ó t e s e s ,  o c a m p o  de d e s l o c a m e n t o  g e n e r a ­
lizado, q = { u , v , w } t , po d e  ser e s c r i t o  da s e g u i n t e  m a n e i r a :
u ( x , y ) = -z ©x ( x , y ) 
v ( x , y )  = -z © y (x,y) 




o n d e  (u,v,w) são os d e s l o c a m e n t o s  de um  p o n t o  g e n é r i c o  da p l a c a  
nas d i r e ç õ e s  x , y  e z, r e s p e c t i v a m e n t e ;  e (ex ,©y) são as r o t a ç õ e s  
i n d i c a d a s  n a  Fig.l. A s s i m ,  os d e s l o c a m e n t o s  (u,v,w) p o d e m  ser 
p l e n a m e n t e  c a r a c t e r i z a d o s  p e l o  d e s l o c a m e n t o  t r a n s v e r s a l  w ( x , y )  e 
p e l a s  d u a s  r o t a ç õ e s ,  ©x e © y . Z,w
0 x
} Oy







su p e r t ic ie  m e d ia s u p e r f ic ie  m e d ia
F i g .1 - S u p e r f í c i e  Média, D e s l o c a m e n t o s  e 
R o t a ç õ e s  P o s i t i v o s  p a r a  Placa.
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O v e t o r  dos m o m e n t o s  g e n e r a l i z a d o s ,  M = {Mxx , Myy , Mxy}1, 
e o v e t o r  das f o r ç a s  c i s a l h a n t e s  g e n e r a l i z a d a s ,  Q={Qx ,Qy } t , e s tão 
r e l a c i o n a d o s  c o m  o t e n s o r  t e n s ã o  por:
M
- A / 2= J crij (x ,y ) z dz
-A/ 2
A/2
Qi = <7i3 (x,y) dz
-A/2
i , j = 1 , 2
i = 1, 2
(5.4)
(5.5)
A d m i t i n d o  a v a r i a ç ã o  linear das t e n s õ e s  ao longo da 
e s p e s s u r a ,  é p o s s í v e l  e x p l i c i t á - l a s  e m  f u n ç ã o  dos m o m e n t o s  e 
f o r ç a s  c i s a l h a n t e s :
<7ij(x,y) = 12 Mij(x,y) z/A3 
o i3 = 3 [ 1 - ( 2 z / £ ) 2 ]Qí/2A 
D e f i n i n d o  u(x) como: 
u (x ) = (w(x,y) ,©x(x,y) ,0y ( x , y  ) }*■,
i » j - 1 > 2 




e u s a n d o  as r e l a ç õ e s  m o m e n t o s  x t e n s õ e s  (Eq.5.6), c i s a l h a m e n t o  x 
t e n s õ e s  ( Eq.5.7) e d e s l o c a m e n t o s  x d e f o r m a ç õ e s  da T e o r i a  da E l a s ­




'  0  ; • ,  X  j 0  ‘
0  ; 0 ! • > y
0 1 • » y i " ’x
; - 1 •; o ‘
’ ’ y i o j - i
u = sA f  u
u = sds u
(5.9)
(5.10)
que e s t ã o  r e l a c i o n a d o s  c o m  os v e t o r e s  de m o m e n t o s  e fo r ç a s  c i s a ­
l h a ntes g e n e r a l i z a d a s  por:
M = D  e (u)F F Q = D e (u)s s (5.11)
on d e
146
D e D s 2 a ( 1 + y ) *
EA (5.12)
s e n d o  que E, u, a e I d e n o t a m ,  m ó d u l o  de Young, c o e f i c i e n t e  de 
P o i s s o n ,  f a t o r  de M i n d l i n  p a r a  c o r r e ç ã o  do c i s a l h a m e n t o  e m a t r i z  
i d e n t i d a d e ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  C o m  e s t a s  d e f i n i ç õ e s  a e n e r g i a  p o ­
t e n c i a l  total, n(u), p a r a  p l a c a s  c o m  c a r r e g a m e n t o s  d i s t r i b u í d o s  
n a  s u a  s u p e r f í c i e ,  <?(x,y), pode ser e s c r i t a  na forma:
e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o  p r o d u z i d a  p e l a  f l e x ã o  da p l a c a  q u a n d o  
s u b m e t i d a  ao c a r r e g a m e n t o  da f o r ç a  e x t e r n a  q ( x , y). A s e g u n d a  p a r ­
c e l a  é a n á l o g a  à p r i m e i r a  e r e p r e s e n t a  a p a r c e l a  da e n e r g i a  de 
d e f o r m a ç ã o  d e v i d o  aos e s f o r ç o s  c i s a l h a n t e s  e a t e r c e i r a  p a r c e l a  
r e p r e s e n t a  o t r a b a l h o  r e a l i z a d o  p e l a  f o r ç a  e x t e r n a  <?(x,y).
0 i n t e r e s s e  é o b t e r  o v e t o r  " d e s l o c a m e n t o "  u(x) que 
m i n i m i z a  o f u n c i o n a l  n(u) e os s u b s e q u e n t e s  v a l o r e s  de tensões.
5 . 3 - F O R M A L I S M O  D O  M L G F M  P A R A  P L A C A  D E  M I N D L I N .
O f u n c i o n a l  n(u) po d e  ser c o n v e n i e n t e m e n t e  r e e s c r i t o
n a  forma:
n(u) = f { 0 .5[e (u)1 D e (u)+e (u)t D c (u ) ]-q( x , y ) w(x,y)}dííJ q  F F F S S S
(5.13)
A  p r i m e i r a  p a r c e l a  do f u n c i o n a l  Il(u) r e p r e s e n t a  a
J( u) = 0.5 B ( u , u )  - F(u) (5.14)
o n d e  B(-,*) é a f o r m a  b i l i n e a r
B ( v , u ) [e ( v ) 1 D e (u) + e ( v ) 1 D  e (u)] dQF F F  S S S ( 5 . 1 5 )
e F(-) é o f u n c i o n a l
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F (u ) = F q (x ,y ) w ( x ,y ) dft 
Q
(5.16)
D a  m i n i m i z a ç ã o  de n(u) c o m  r e l a ç ã o  a u(x) r e s u l t a m  as 
e q u a ç õ e s  de e q u i l í b r i o  p a r a  a p l a c a  em termos de d e s l o c a m e n t o s :
u = b (5. 17)
o n d e  b = { q (x ,y ) , 0 , 0 } 1 e d é o o p e r a d o r  d i f e r e n c i a l
- C (• , X  X  +  • » y y ) C • » X C • » y
sá = -C • , x - D ( • , X  X +  a • f yy ) +C -Db • » yx
-C • , y -Db • y x y - D ( • , y y + a • fx x )+C
(5.18)
s e n d o  D = EA3/ 12 (1 -u2 ) , C = EVt/2cc( 1 + y ) , a = ( l- » ) /2  , b = (1+p)/2 
e i n d i c a  d e r i v a d a  p a r c i a l .
As p o s s í v e i s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  t a m b é m  são r e s u l ­
t a n t e s  d e s s a  m i n i m i z a ç ã o  e são:
ouu (x ) = u
o n d e  o s í m b o l o  " i n d i c a  v a l o r  p r e s c r i t o  e T vale
T  = { Q n i M x x n )M y y n } ^i
(5.19)
s e n d o
M x xn = M x x  n x  +  M x y  n y  
M y y n  = M x y  n x  +  M y y  n y  





o n d e  (nx,ny ) r e p r e s e n t a m  os c o s s e n o s  d i r e t o r e s  do v e t o r  n o r m a l  ao 
c o n t o r n o  c o m  r e l a ç ã o  aos e i xos x e y, r e s p e c t i v a m e n t e .  P o r t a n t o ,
o o p e r a d o r  de N e u m a n n ,  Jf, tal que
Jf u = T (5.22
t a m b é m  já e s t a  i d e n t i f i c a d o  e vale:
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C ( n x + n y ) C nx C n y
Jf = 0 1 D( n x • ,x + any ' 1 y ) D ( y n x •,y + any •,X )
0 ;D ( a n x • , y + L>Tly • 1 y ) D ( n y •,x + anx •,x )
(5.23)
É i n t e r e s s a n t e  s a l i e n t a r  que a f o r m a  b i l i n e a r  B(*,*)> 
c o m o  d e f i n i d a  acima, a t e n d e  as c o n d i ç õ e s  do T e o r e m a  G e n e r a l i z a d o  
de L a x - M i I g r a m .
C o m o  sá é u m  o p e r a d o r  a u t o - a d  j u n t o , os o p e r a d o r e s  sá* e 
Jf* t a m b é m  e s t ã o  a u t o m a t i c a m e n t e  i d e n t i f i c a d o s .  E s t a  d e m o n s t r a ç ã o  
p o d e  ser o b t i d a  i m p o n d o  a c o n d i ç ã o  de v a l o r  e s t a c i o n á r i o  da p r i ­
m e i r a  v a r i a ç ã o  de B ( u , v )  c o m  r e s p e i t o  a u(x).
De p o s s e  d e s s e s  o p e r a d o r e s  d i f e r e n c i a i s ,  as p r o j e ç õ e s  
da F u n ç ã o  de G r e e n  p o d e m  ser c a l c u l a d a s  v i a  e l e m e n t o s  finitos, 
r e s o l v e n d o  os p r o b l e m a s  1* e 2*; E q s . ( 2 . 1 0 6 ) - ( 2 . 1 0 7 )  e (2 . 1 0 8 ) -
(2.109), r e s p e c t i v a m e n t e .
C o m  o o b j e t i v o  de f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o  de f u t uros 
d e s e n v o l v i m e n t o s ,  a d m i t e - s e  que a d i s c r e t i z a ç ã o  do d o m í n i o  (malha 
de e l e m e n t o s  f i n i t o s )  s e j a  e f e t u a d a  com u s o  do e l e m e n t o  b i l i n e a r  
de q u a t r o  nós e que a d i s c r e t i z a ç ã o  do c o n t o r n o  (malha de e l e m e n ­
tos de c o n t o r n o )  s e j a  r e a l i z a d a  c o m  o e l e m e n t o  de linha linear. 
A s s i m  sendo, a a p r o x i m a ç ã o  do v e t o r  u(x) em ca d a  e l e m e n t o  do 
d o m í n i o  pode ser f e i t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :
u = r v in 0111 o !n i : v 4 0fil 0nV0 V1o1 j 0 o4 V* j
{ W  , @ x , © y  , 1 1 1 (5.24)
o n d e  ip r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  de d o m í n i oi
local e (w ,©x i ©y ) r e p r e s e n t a m  os v a l o r e s  de (w,©x ,©y) no nói i i
M a t r i c i a  1m e n t e , e s t a  a p r o x i m a ç ã o  pode ser r e e s c r i t a  nalocal "i" 
f o r m a  :
u = [Ÿ] q (5.25)
on d e
m  =
V, 0 O 10
0







q = (W ,©x ,©y , . . . ,W ,©x ,9y } V  1 1 1  4 4 4
P r o c e d e n d o  de m a n e i r a  an á l o g a ,  no c o n t o r n o  a a p r o x i ­
m a ç ã o  p a r a  o v e t o r  d e s l o c a m e n t o  u(x) é f e i t a  s e g u n d o  as f u n ções 
de i n t e r p o l a ç ã o  locais, i.é:
0 0 0 <p 0 0 '
u = O1 <p 0 o 2 <í> 0
0 o1 *1 0 o2*2 -
{ , ©x ^ ,®y^ ,©x g ’ 9yg} t  ( 5 . 2 6 )
o n d e  <J> r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  de c o n t o r n o  í
local e (w ,©x , ©y ) r e p r e s e n t a m  os v a l o r e s  de ( w , © x , © y )  no nói i i
local "i" do c o n t o r n o .  M a t r i c i a l m e n t e  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  po d e  ser 
r e e s c r i t a  na forma:
on d e
W  =
u [ $ ] q
<í> 0 0 < # >0 0 -
— o 1 <f> 0 o <í> o
0 o 1 ♦ l 0 0 2 <í>2 J
{w ,  © X  1 1 j ©y l ’ w , ©x , ©y } t 2 2 2
( 5 . 2 6 )
G l o b a l m e n t e ,  i.é, u s a n d o  as f u n ç õ e s  de i n t e r p o l a ç ã o  
g l o b a i s  tem-se:
u=
> 0 0  
O 1 tp 0 





0 V *n ntn 0 \pntn-
{ W , ©x , ©y , . . . , W , ©x , ©y 
1 1 1  n t n  n t n  nt n
( 5 . 2 7 )
o n d e  ip d e n o t a  a g o r a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  global,i
(w , ©x , ©y ) r e p r e s e n t a m  os v a l o r e s  de ( w , © x , ©y)  no nó gl o b a l  "i"i i í
e "ntn" o n ú m e r o  total de nós da m a l h a  de e l e m e n t o s  finitos. 
A n a l o g a m e n t e ,  p a r a  o c o n t o r n o  tem-se:
150
u=
> 0 0  





1^ ^ O i <p
0
0
0 n t n c J
nt n c ,©x n t n c ntn c
(5.28)
o n d e  <í>, r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  f u n ç ã o  de i n t e r p o l a ç ã o  global de
c o n t o r n o ,  (w ,©x , © y  ) r e p r e s e n t a m  os v a l o r e s  de ( w , © x ,©y )  no nó i i Í '
g l o b a l  "i" do c o n t o r n o  e "ntnc" o n ú m e r o  total de nós d a  m a l h a  de 
e l e m e n t o s  de c o n t o r n o .
No final d e s t a  e t a p a  o e s p a ç o  7(A,fi) de e l e m e n t o s  f i ­
nitos, c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  g r a n d e z a s  A  e fi que d e f i n e m  o m a i o r  
d i â m e t r o  e x t e r n o  d e n t r e  todos os e l e m e n t o s  da m a l h a  e o g r a u  fi do 
p o l i n ó m i o  a p r o x i m a d o r ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  e s t á  c o m p l e t a m e n t e  d e f i ­
nido. A p r ó x i m a  e t a p a  é d e t e r m i n a r  as p r o j e ç õ e s  d a  F u n ç ã o  de 
Gre e n .
5 . 4 - A P R O X I M A Ç Ã O  D A S  P R O J E Ç Õ E S  D A  F U N Ç A O  D E  GREEN.
Por c o n v e n i ê n c i a ,  r e p e t e - s e  todo o p r o c e d i m e n t o  d e ­
s e n v o l v i d o  no C a p í t u l o  2 a p a r t i r  dos p r o b l e m a s  1 e 2, 
E q s . ( 2 . 9 0 ) - ( 2 . 9 1 )  e ( 2 . 9 2 ) - ( 2 . 9 3 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p a r a  o b t e r  as 
p r o j e ç õ e s  Gd(P), Gd ( p ) ,  Gc(P) e Gc(p).
5 . 4 . 1 - A P R O X I M A Ç Ã O  D E  G d ( P ) / G d ( p ) .
Do p r o b l e m a  1, E q s . (2.90) e (2.91), tem-se:
sá* G ( P , Q )  = Ô(P,Q) I V P ,Q e 0 (5.29)
) G (p ,Q ) = 0  V Q e fí, p € 30 (5.30)
P ó s - m u  11 ip 1 icando a E q . ( 5 . 2 9 )  por [ 'F (Q ) ] e i n t e g r a n d o  
no d o m í n i o  Q, m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, resulta:
sá* G d  ( P ) = ['F ( P ) ] V P g  Q (5.31 )
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e, c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  das E q s . ( 5 . 3 0 ) ,  m a n t e n d o  o 
p o n t o  "p" do c o n t o r n o  fixo, o b t e m - s e :
(jr*+jr’ )Gd ( p ) = 0 v p € dQ
N o t e  que G d (P) é da forma:
G d  ( P )
■J.Q
Gii G i 2 G 13’ 
G 21 G 22 G 23 
G 31 G 32 G 33
w 0 














o n d e  Gij d e p e n d e  dos p o n t o s  "P,Q" e ipi d e p e n d e  do p o n t o  Q . E s t a  
e x p r e s s ã o  p o d e  ser r e e s c r i t a  como:
G d (P ) = [ G d 1 (P )! G d 2 (P )! G d 3 (P ) j•• • j G d ntn (P ) ] 





G 21V)1 G 2 2 X P 1 G23ty* dfíQ (5.35)
G 3 i t p 1 *" i G32V»1i G33t/)|_
e G d ^ P )  r e p r e s e n t a  a i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  no e s p a ç o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  . A s s i m  sendo, a
E q . ( 5 . 3 1 )  p o d e  ser r e e s c r i t a  da s e g u i n t e  m a n e i r a :
IQ
’Gi n p . G l 2 ^ .  ; Gl3ty.' > . 0 0 'G 2 i r p x
G 3 Î 1 P 1 u i
G22t j ) 1 ! G23V)1 
G32ty/ I G 3 3









» G d l(P) = P i V P e Q
> .  (P)' 0 ' 0  ‘
l0 = tf> ( P ) e P = 0




D a s  e q u a ç õ e s  a n t e r i o r e s  c o n c l u i - s e  que as c o m p o n e n t e s  
da  p r o j e ç ã o  da  F u n ç ã o  de G r e e n  t a m b é m  o b e d e c e m  a e q u a ç ã o  d i f e r e n ­
cial do p r o b l e m a  a d j u n t o ,  c o m  m o d i f i c a ç õ e s  a p e n a s  no v e t o r  e x c i ­
tação, i.é, c o m  a s u b s t i t u i ç ã o  de
§(P,Q) I por






C o m o  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  a Eq . ( 5 . 37 ) ,.. a p a r t i r  
das E q s . ( 5 . 3 2 )  e s c r e v e - s e :
( ’ ) G d 1 (p) = 0 (5.40)
P a r a  f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o ,  a j - é s i m a  c o l u n a  da i- 
é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  (j=l,2,3), G d 1, é
j
r e e s c r i t a  n a  forma:
G d 1 =
j
(5.41)
c u j a  e x p a n s ã o  no d o m í n i o  é f e i t a  com





0 I j 
o i . . .  iV/
_0 o 1 v j  !
ip 0 0 
0 ntn V) 0
0 0 ntn Vntrv
{-ti ,v , . . . , u  ,v »'W } l1 1 1  ntn ntn ntn
(5.42)
C o m  e s t a s  a p r o x i m a ç õ e s ,  a j - é s i m a  c o l u n a  (j=l,2,3) da
i - é s i m a  c o m p o n e n t e  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de Green, Gd(P), po d e  
ser c a l c u l a d a  c o m  a m i n i m i z a ç ã o  (via e l e m e n t o s  f i n i t o s )  do f u n ­
c i o n a l  :
/ ( G d 1 ) = f [ 0.5 {e ( G d 1) 1 D  e ( G d 1 ) + e (G d 1) 1 D e ( G d 1 )}
J J q  F j F F j  S j S S j
( G d 1)1 P ] dQ + f [ (Gd* ) V G d M d â ft  (5.43)
j  j  j  j
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S u b s t i t u i n d o  a a p r o x i m a ç ã o  de G d 1 no f u n c i o n a l  J{ G d 1 )j j 
e e f e t u a n d o  a m i n i m i z a ç ã o  p a r a  todas as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  
da F u n ç ã o  de G r e e n  na ba s e  do e s p a ç o  7(/i,fi), r e s u l t a  o s i s t e m a  de 
e q u a ç õ e s :
[k + K oJ [<GDP] = [Wj (5.44)
o n d e  [K] é a m a t r i z  de r i g i d e z  c o n v e n c i o n a l  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  
p a r a  p l a c a  de M i n d l i n ,
(5.45)
s e n d o  que D  e D  são as m a t r i z e s  d e f i n i d a s  a n t e r i o r m e n t e ,F S
0 > * 0 0 v « 0 0 V . » *ntn 0
B =F 0 0 V,1 ’ y 0 0 V y 0 0 Vntn




v  ,X 0 ; V_> * ~V2 0 ; ;V 1 ’ y O 1 - v j V y o2 -U) ! ! t 2 '
W .x ~rf)ntn n ntnV . >y 0n tn 0 1 ntn**
(5.47)
[Ko] é a m a t r i z  r i g i d e z  a d i c i o n a l  d e v i d o  a p r e s e n ç a  do o p e r a d o r  
Jf' no c o n t o r n o :
[Ko]=f«J
r * o  ° ... 1 <p 0 0
t 'k ] [ f O  o i <Í> 0 0
o V o • •. i 0m(f> 0 *k o V o • • • I 0m<p 0 dao_0 0 %<p ! o o > 2kL 3J 0 o V ! o om<pao *" 1 m-1 "■ -1 ^ 1 m-1
(5.48)
o n d e  "m" r e p r e s e n t a  o n ú m e r o  de nós do c o n t o r n o  on d e  a t u a  o o p e ­
r a d o r  tf' e k u m a  c o n s t a n t e  não n u l a  a r b i t r á r i a .  U m a  o u t r a  e s c o -  í
lha c o n v e n i e n t e ,  v e r i f i c a d a  e x p e r i m e n t a l m e n t e ,  é s e l e c i o n a r  a m a ­
triz [Ko] como:
[Ko] = d i a g  [k ik ! ki ■ 2 ’ 3 3 m - 1 ' 3m (5.49)
s e n d o  que k ’s são c o n s t a n t e s  a r b i t r á r i a s  não n u l a s  e "m" in d i c a  í
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o n ú m e r o  de nós no c o n t o r n o  on d e  a t u a  o o p e r a d o r  Jf ’ . [M] é 
i d ê n t i c a  à m a t r i z  m a s s a  c o m  d e n s i d a d e  u n i t á r i a ,  i.é:
[M]=r
íi
\p 0 0 
O 1^ 0
o o y





tp 0 0 
0 1 rp 0
0 o V
ip 0 0 
0 ntI>  0 0 ontr> ntn'
d Q
(5.50)
D Pe [ <G ] c o n t é m  os v a l o r e s  n o d a i s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de




k ,3 * i - 2
k, 3*i-1
k , 3*i
= v a l o r e s  n o d a i s  ( k = l , 3 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da 
p r o j e ç ã o  G d 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  i#>. (i = l,ntn) 
na d i r e ç ã o  1 ( d e s l o c a m e n t o  w ) .
= v a l o r e s  n o d a i s  ( k = l , 3 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da 
p r o j e ç ã o  G d 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  ip, (i = l,ntn) 
n a  d i r e ç ã o  2 ( r o t a ç ã o  © x ) .
= v a l o r e s  n o d a i s  ( k = l , 3 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da 
p r o j e ç ã o  G d 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  tp, (i = l,ntn) 
na d i r e ç ã o  3 ( r o t a ç ã o  © y ) .
4 . 4 . 2 - A P R O X I M A Ç Ã O  D E  G c ( P ) / G c ( p ) .
Do  p r o b l e m a  2, E q s . ( 2 . 9 2 )  e (2.93), tem-se:
d* G (P , q ) = 0 V P e!5, q e dQ (5.51)
) G ( p , q ) = Ô ( p , q ) V p , q e dQ (5.52)
P ó s - m u  11 i p 1 i c a n d o  a E q . ( 5 . 5 1 )  por [ <È> ( q ) ] e i n t e g r a n d o  
no c o n t o r n o  30, m a n t e n d o  o p o n t o  "P" fixo, resulta:
si* Gc (P ) = 0 V P e í )  (5.53)
e c o m  m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a p a r t i r  das E q s . ( 5 . 5 2 ) ,  m a n t e n d o  o p o n ­
to "p" do c o n t o r n o  fixo, tem-se:
{# *+ # ’ ) Gc ( p ) = [<J>(p) ] V p € dQ (5.54)
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N o t e  que Gc(P) é da forma:
G c (P ) = rJ dQ
G i  1 G 12 G 13' ' < p 0 0  1 • <p 0 0
G 21 G 22 G 23 O 1 <t> 0 j . : Q n t n c 0
G 31 G 32 G 33 0 O 1 < f j ! 0
Q n t n c
*  ♦n t n c J
ddftq
(5.55)
s e n d o  que Gij d e p e n d e  dos p o n t o s  "P,q" e <í>i d e p e n d e  do p o n t o  "q". 
C o m p a c t a d a m e n t e  e s c r e v e - s e :
G c (P ) = [ G c 1 ( P ) i G c 2 (P) ÍGc3 ( P ) !.•• ÍGcntnc( P ) ] (5.56)
s e n d o  as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  n a  ba s e  do 
c o n t o r n o  do e s p a ç o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s  7(A,fi) , G c l(P), da forma:
G i  1 <p Gl2<f>. G 13 < p '
G 2 i 4v G 22 < p l G 23 <í>i dôfiq (5
G 3 K p 1 u  i G32<í>1i G s s ^ 1i“1
A s s i m  sendo, a E q . ( 5 . 5 3 )  pode ser r e e s c r i t a  da s e g u i n ­
te m a n e i r a :
Jd Q
G i  i < p G 12 ( p . G l 3 < p
G 2 KÍ)1 G 22 ( p X
G 32 <í>1 i
G234)1 d Q Q  = 0 V P e Q. (5
G 3 - K P 1i G33<í>1i"1
ou
G c 1(P ) = 0 V P e Q (5.59)
de on d e  se c o n c l u i  que as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  da F u n ç ã o  de 
G r e e n  t a m b é m  o b e d e c e m  a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do p r o b l e m a  a d j u n t o  
c o m  m o d i f i c a ç õ e s  a p e n a s  no v e t o r  e x c i t a ç ã o ,  i.é, com a s u s b s t i -  
t u i ç ã o  de
6 ( P ,Q ) I por 0 (5.60)
C o m o  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  a E q .(5.59) , a p a r t i r  
das E q s . ( 5 . 5 4 )  e s c r e v e - s e :
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(Jf*+Jf’ ) G c l(p) = p V p e dQ (5.61)
onde
P. =
’< M  p ) " 0 ■ ' 0 '
= xo p, = <t>. (p) e p = 0
0 2 l°
3 <í>. (p) u 1
(5.62)
D a  m e s m a  m a n e i r a  e f e t u a d a  pa r a  a p r o j e ç ã o  
G d ( P ) / G d ( p ) ,  é p o s s í v e l  e s c r e v e r  o f u n c i o n a l
J( G c 1 ) = 0.5 f  [e ( G c 1 )*" D  e ( G c i ) + e (G c i ) t D e ( G c 1)] dfi +
j J Q F j f f  j S j  S S j
f [ ( G c i)t Jf’ G c 1 - ( G Õ V  ] ddQ (5.63)J Ci/~\ J J J J
c u j a  m i n i m i z a ç ã o  v i a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  r e s u l t a  na p r o j e ç ã o  da
F u n ç ã o  de G r e e n  d e s e j a d a .  N e s t a  e x p r e s s ã o  G c 1 r e p r e s e n t a  a...... j
j - é s i m a  c o l u n a  de G c l(P).
P a r a  f a c i l i t a r  a v i s u a l i z a ç ã o ,  r e e s c r e v e - s e  a j - é s i m a  






c u j a  e x p a n s ã o  no d o m í n i o  é f e ita com
i(i 0 0 O1^  o 
0 o'xp




{•a ,-u ,0i) i i i î'U } ntn n tn n tn
(5.65)
S u b s t i t u i n d o  e s t a  a p r o x i m a ç ã o  no f u n c i o n a l  J ( G c 1) e
j
e f e t u a n d o  a m i n i m i z a ç ã o  p a r a  todas as c o m p o n e n t e s  da p r o j e ç ã o  da 
F u n ç ã o  de G r e e n  na b a s e  do c o n t o r n o  do e s p a ç o  T (h , f i ) , r e s u l t a  o 
s i s t e m a  de e q u a ç õ e s :
157
[ k + K oJ  [<GCP]  =  Jn iJ ( 5 . 6 6 )
o n d e  [K] e [Ko] são as m a t r i z e s  já c a l c u l a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  [m] 
é a m a t r i z
[m] = fJ ao
> 0 0  
o 1^ o 
o o 1^
0 0 0 
ontnc<p o 
0 O ntnc0 n t n c
> 0 0  
0*0 0 
0 0*0
0 0 0 
0 c0 0 
0 0 ntnc0 n t n c J
d6Q
(5.67)
e [<GC P ] c o n t é m  os v a l o r e s  n o d a i s  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de 
G r e e n :
= v a l o r e s  n o d a i s  (k = l ,3 * n t n ) das c o m p o n e n t e s  da
p r o j e ç ã o  G c l d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  <p (i = l,ntnc)i
na d i r e ç ã o  1 ( d e s l o c a m e n t o  w). - - —  - —
= v a l o r e s  n o d a i s  (k = 1, 3 * n t n ) das c o m p o n e n t e s  da
p r o j e ç ã o  G c 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  0 (i = l,ntnc)i
na d i r e ç ã o  2 ( r o t a ç ã o  e x ) .
= v a l o r e s  n o d a i s  ( k = l , 3 * n t n )  das c o m p o n e n t e s  da
p r o j e ç ã o  G c 1 d e v i d o  ao c a r r e g a m e n t o  0 (i=l,ntnc)i




k ,3* i- 2
k ,3* i- 1
P a r a  f i n a l i z a r ,  as E q s . ( 5 . 4 4 )  e (5.66) são r e s o l v i d a s  
s i m u l t a n e a m e n t e  e p o d e m  ser r e e s c r i t a s  como:
K+Ko <Gd p ;<Gcp IM i m (5.68)
DP CPDe p osse d e s s e s  v a l o r e s  n o d ais, [<G ] e [<G ], s e l e ­
c i o n a - s e  os v a l o r e s  dos nós do c o n t o r n o  p a r a  fo r m a r  [<GDp] e 
[<GC p ] •
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5 . 5 - E Q U A Ç Õ E S  F I N AIS.
5.5. 1- D O M Í N I O .
M o s t r o u - s e  no C a p . 2  que o s i s t e m a  final de e q u a ç õ e s  
p a r a  o d o m í n i o  é:
o n d e  {u} é o v e t o r  c o n t e n d o  v a l o r e s  n o d a i s  do d e s l o c a m e n t o s  
t r a n s v e r s a l  w ( x , y )  e das r o t a ç õ e s  ©x(x,y) e ©y(x,y) ( d e s c o n h e c i d o  
e / o u  d e s c o n h e c i d o  por p a r t e s ) ,  {b} é o v e t o r  c o n t e n d o  v a l o r e s  n o ­
d a i s  das f o r ç a s  de c o r p o  ( c o n h e c i d o )  e {f} é o v e t o r  das r e a ç õ e s  
n o d a i s  no c o n t o r n o ,  i.é, os v a l o r e s  n o d a i s  de " (Jf+Jf’ ) u" ( d e s c o ­
n h e c i d o  e / o u  d e s c o n h e c i d o  por partes).
5 . 5 . 2 - C O N T O R N O .
o n d e  {u} r e p r e s e n t a  a g o r a  o v e t o r  dos v a l o r e s  n o d a i s  dos d e s l o c a ­
m e n t o s  p a r a  os nós do c o n t o r n o .
A  {u} = E {f} + (C {b} (5.69)
P a r a  o c o n t o r n o  o s i s t e m a  final de e q u a ç õ e s  é:
D  {u} = E  {f} + F {b} (5.70)
5 . 6 - M A T R I  ZES




são c a l c u l a d a s  d i r e t a m e n t e  com i n t e g r a ç ã o  n u m é r i c a  em cada u m  dos 
e l e m e n t o s  do d o m í n i o  e/ o u  do contorno, com p o s t e r i o r  s u p e r p o s i ç ã o
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v i a  e l e m e n t o s  f i nitos.
C o m  r e l a ç ã o  às o u t r a s  m a t r i z e s ,  m o s t r o u - s e  no 
C a p í t u l o  2 que:
B = IF1 = A [<GCP]
C  = A  [<GDP]
E  = [<GC p ] D
o que c o m p l e t a  o c á l c u l o  de t odas as m a t r i z e s  n e c e s s á r i a s .
F i n a l m e n t e ,  v a l o r e s  no d o m í n i o  são c a l c u l a d o s  u s a n d o -  
se a E q . ( 5 . 6 9 )  e as E q s . ( 5 . 7 2 )  e (5.73), r e s u l t a n d o :
{u} = [<GCP ] { f } + [<GDP ] {b } (5.75)
5 . 7 - A P L I C A Ç Õ E S .
N a  a p r o x i m a ç ã o  das p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de G r e e n  f o r a m  
u t i l i z a d o s  os e l e m e n t o s  f i n i t o s  i l u s t r a d o s  na Fig.2. 0 e l e m e n t o  
q u 0 4 p l  é i n t e g r a d o  s e l e t i v a m e n t e  c o m  2x2 p o n t o s  de G a u s s  p a r a  a 
p a r c e l a  de f l e x ã o  e 1 p o n t o  p a r a  a p a r c e l a  do c i s a 1h a m e n t o ; o 
e l e m e n t o  q u 0 9 p l  t a m b é m  é i n t e g r a d o  s e l e t i v a m e n t e  c o m  3x3 p o n t o s  
p a r a  a f l e x ã o  e 2x2 p o n t o s  p a r a  o c i s a l h a m e n t o  e os e l e m e n t o s  
qu 16p 1 e q u 2 5 p l  são o b t i d o s  com i n t e g r a ç ã o  cheia. Va l e  a p e n a  
r e s s a l t a r  que a m a l h a  do c o n t o r n o  a c o m p a n h a  a m a l h a  de dom í n i o ,  
i.é, p a r a  e l e m e n t o s  f i n i t o s  de o r d e m  -p. u s a - s e  e l e m e n t o s  de 
c o n t o r n o  de o r d e m  -p. e c o m  nós c o i n c i d e n t e s .  Ainda, todos os 
e l e m e n t o s  f i n i t o s  u t i l i z a d o s  nos e x e m p l o s  que s e g u e m  são o b t i d o s  
c o m  a f o r m u l a ç ã o  de d e s l o c a m e n t o s .
E m  todas as a p l i c a ç õ e s ,  os d e s l o c a m e n t o s ,  m o m e n t o s  e 
e s f o r ç o  c o r t a n t e  são a d i m e n s i o n a  1 izados s e g u i n d o  as s e g u i n t e s  
r e g r a s :
w* = ( w D / q a 4 ) x 1000,
M* = ( M / q a 2 ) x 100 
e Q* = (Q/qa) x 10
o n d e  q e "a" r e p r e s e n t a m  o c a r r e g a m e n t o  e x t e r n o  e o c o m p r i m e n t o  














F i g .2 - E l e m e n t o s  F i n i t o s  U t i l i z a d o s .
5 . 7 . 1 - P L A C A  E N G A S T A D A .
C o m o  p r i m e i r a  a p l i c a ç ã o ,  c o n s i d e r e - s e  a p l a c a  q u a d r a d a  
(lado=a) e n g a s t a d a ,  c o m  e s p e s s u r a  c o n s t a n t e  e s u b m e t i d a  ao c a r r e ­
g a m e n t o  u n i f o r m e n t e  d i s t r i b u í d o  na sua s u p e r f í c i e ,  q(x,y). D e v i d o  
à s i m e t r i a  do p r o b l e m a ,  a p e n a s  1/4 do d o m í n i o  se r á  d i s c r e t i z a d o  
c o m  os e l e m e n t o s  q u 0 9pl, qu l ó p l  e qu25pl. A e s p e s s u r a  da placa, 
A, s e r á  v a r i a d a  o b e d e c e n d o  o c r i t é r i o  5 ^ a /A  z 10 6 , com o b j e t i v o  
de d e t e c t a r  a p r e s e n ç a  do f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  ( l o cking), p r e ­
s e n t e  nos e l e m e n t o s  f i n i t o s  c o m  f o r m u l a ç õ e s  de d e s l o c a m e n t o s .
A p r i m e i r a  d i s c r e t i z a ç ã o  é f e i t a  c o m  o e l e m e n t o  
q u 2 5 p l ,  de a c o r d o  c o m  a F i g . 3. V a l e  a p e n a  r e s s a l t a r  que nós d u ­
plos são i n s e r i d o s  em  p o n t o s  de d e s c o n t i n u i d a d e  da  n o r m a l  e / o u  
c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  R e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o s ,  m o m e n t o s  e 
f o r ç a  c o r t a n t e  são m o s t r a d o s  nas T a b s . 1 a 4, p a r a  as m a l h a s  Ml- 







s im e t r ia
a d is c r e t iz a d a .  
g ( x , y ) = l .OEO
M1-1 M1-2 M1-3
Elemento de C ontorno 
• — • — • — • — •
F i g .3 - D o m í n i o  e D i s c r e t i z a ç õ e s  U t i l i z a d a s  c o m  o qu25pl.
T a b .1 - D e s l o c a m e n t o  Ce n t r a l .
a/h M1 - 1 M l - 2 M1 -  3
5 2.  17119 2 . 1 7 2 1 3 2 . 1 7 2 15
20 1 . 3 2 1 9 7 1 . 3 2 7 0 8 1 .3 27 21
40 1 . 27367 1 . 28088 1 .2 8 10 1
80 1 . 2 6 1 1 1 1 . 2 6 9 1 2 1 . 2 6 9 2 4
100 1 . 2 5 9 5 9 1 . 2 6 7 7 0 1 . 2 6 7 8 3
1E3 1 . 2 5 6 9 0 1 . 2 6 5 1 9 1 . 2 6 5 3 2
1E4 1 . 2 5 6 8 7 1 . 2 6 5 1 7 1 . 2 6 5 3 0
1E5 1 . 2 5 6 8 7 1 . 2 6 5 1 7 1 . 2 6 5 3 2
1E6 1 . 2 5 7 0 1 1 . 2 6 5 8 1 1 . 2 6 7 3 4
P l a c a  F i n a :1 265
Elemento F in ito
r r m  
i . . .  i
s im e t r ia
caracter  i s t i c a s  do domínio  




T a b .2 - M o m e n t o  N or m a l  C en tra l.
a/h M 1 -1 M l - 2 M l - 3
5 2 . 3 6 3 2 9 2. 35795 2 . 3 5 7 6 2
20 2 . 2 4 1 6 8 2 . 2 9 8 0 6 2 . 2 9981
40 2 . 1 9 6 6 1 2 . 2 8 8 0 7 2. 2 9 2 4 7
80 2. 17772 2 . 2 8 3 4 3 2 . 2 8 9 8 7
100 2 . 1 7 4 4 8 2 . 2 8 2 6 7 2 . 2 8 9 4 7
1E3 2 . 1 6 9 3 6 2 . 2 8 1 1 3 2 . 2 8 8 6 2
1E4 2 . 1 6 9 3 0 2 . 2 8 1 1 2 2. 2 8861
1E5 2 . 1 6 9 3 1 2 . 2 8 1 1 2 2 . 2 8 8 6 3
1E6 2 . 1 6 9 8 2 2 . 2 8 2 3 7 2.29501
P l a c a  F i n a : 2 31
T a b .3 - M o m e n t o  N o r m a l  no 
C e n t r o  do Lado.
a/h Ml M2 M3
5 4 . 5 1 6 2 6 4 .61845 4 . 6 2 4 6 7
20 5 . 0 3 6 1 4 5 . 0 7 7 1 7 5 .07816
40 5 . 0 5 3 7 8 5 . 1 1 8 4 8 5 . 1 1 9 2 3
80 5 . 0 4 6 4 7 5. 12842 5 . 1 2 9 7 3
100 5 . 0 4 4 8 8 5. 12949 5 . 1 3 0 9 9
1E3 5 . 0 4 1 5 9 5. 13115 5 . 1 3321
1E4 5 . 0 4 1 5 5 5 . 1 3 1 1 6 -S. 13323
1E5 5 . 0 4 1 5 5 5. 13119 5. 13328
1E6 5 . 0 4 2 3 7 5. 13228 5 . 1 3 7 5 8
P l a c a  F i n a :5 13
T a b .4 - E s f o r ç o  C o r t a n t e  no 
C e n t r o  do Lado.










-3 . 8 0 5 3 8  
-4 . 2 0 1 8 8  
- 4 . 1 8 1 8 4  
- 4 . 1 6 0 2 9  
- 4 . 1 5 6 8 7  
- 4 . 1 5 0 2 9  
- 4 . 1 5 0 2 2  
- 4 . 1 5 0 2 2  
- 4 . 1 5 0 2 2
-3 .81960 
- 4 . 2 7 6 2 6  
- 4 . 3 2 8 4 5  
- 4 . 3 4 2 1 6  
- 4 . 3 4 3 5 9  
- 4 . 3 4 5 4 7  
- 4 . 3 4 5 4 8  
- 4 . 3 4 5 4 8  
- 4 . 3 4 5 5 6
-3 .82060 
- 4 . 2 8 5 0 7  
- 4 . 3 4 5 1 5  
- 4 . 3 6 3 4 9  
- 4 . 3 6 5 8 7  
- 4 . 3 7 0 3 1  
- 4 . 3 7 0 3 6  
- 4 . 3 7 0 3 9  
- 4 . 3 7 5 2 3
O p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  n o v a m e n t e  c o m  o e l e m e n t o  
q u l ó p l ,  c o m  as m a l h a s  m o s t r a d a s  na Fig.4. R e s u l t a d o s  de d e s l o c a ­
m e n t o  , m o m e n t o s  e e s f o r ç o s  c o r t a n t e s  são m o s t r a d o s  nas T a b s .5 a 8.
M1-4 M1-5 M1-6 163
Elemento F in ito  




Elemento ae Contorno 
•— •— •— t
F i g .4 - D o m í n i o  e D i s c r e t i z a ç õ e s  U t i l i z a d a s  c o m  o qul ó p l
T a b .5 - D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l .
a/h M l - 4 Ml-5 M l - 6
5 2 . 1 7 0 5 6 2. 17234 2. 17210
20 1.31761 1 . 3 2 7 1 3 1 . 3 2718
40 1.27081 1 . 2 8089 1. 2 8084
80 1 . 2 5 9 0 6 1 . 2 6 9 1 0 1 . 2 6905
100 1 . 2 5 7 6 6 1 . 2 6 7 6 7 1 . 2 6 7 6 3
1E3 1 .25519 1. 2 6515 1 . 2 6510
1E4 1.25517 1 . 2 6513 1 . 2 6508
1E5 1. 2 5516 1 . 2 6 5 1 3 1 . 2 6507
1E6 1.25513 1 . 2 6517 1 . 2 6507
P l a c a  F 1 na : 1.265
T a b .6 - M o m e n t o  C e n t r a l .
a/h Ml - 4 Ml-5 M l - 6
5 2 . 3 2 462 2. 35365 2 . 3 5 7 2 2
20 2. 18967 2 . 2 9 4 7 9 2 . 2 9 9 3 4
40 2 . 15637 2 . 2 8 8 5 1 2 . 3 0 0 7 9
80 2. 14387 2 . 2 8 7 5 3 2 . 3 0 3 6 3
100 2. 14217 2 . 2 8 7 4 9 2 . 3 0 4 3 4
1E3 2 . 1 3 9 0 5 2 . 2 8 7 4 7 2 . 3 0 5 9 6
1E4 2 . 1 3 9 0 3 2 . 2 8 7 4 7 2 . 3 0 5 9 8
1E5 2 . 1 3 9 0 2 2 . 2 8 7 4 7 2 . 3 0 5 9 7
1E 6 2 . 1 3 9 0 9 2 . 2 8 7 7 8 2 . 3 0 5 9 8
P laca F i n a  : 2 .31
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T a b .7 - M o m e n t o  N o r m a l  no
C e n t r o  do Lado.
a/h M l - 4 Ml-5 M l - 6
5 4 . 9 3 4 6 6 4 . 6 1 1 2 0 4 . 6 2 6 6 9
20 5 . 2 2 1 1 7 5 . 0 5 6 0 8 5 . 0 7 8 7 9
40 5 . 0 8 6 1 3 5 . 0 9 4 6 5 5 . 1 2 0 6 5
80 5 . 0 1 2 6 6 5 . 1 1 0 6 2 5 . 1 3 1 6 7
100 5 . 0 0 1 7 8 5 . 1 1 3 4 3 5 . 1 3 3 0 3
1E3 4 . 9 8 1 3 0 5 . 1 1 8 8 3 5. 13533
1E4 4 . 9 8 1 2 5 5 . 1 1 8 8 8 5 . 1 3 5 3 5
1E5 4 . 9 8 1 0 8 5 . 1 1 8 8 8 5 . 1 3 5 3 2
1E6 4 . 9 8 1 0 3 5 . 1 1 8 9 4 5. 13531
P l a c a  F i n a : 5 13
T a b .8 - E s f o r ç o  C o r t a n t e  no C e n t r o  do Lado.










-3 . 9 0 7 3 2  
- 4 . 5 8 9 2 6  
- 4 . 5 1 7 0 5  
- 4 . 4 5 0 1 0  
- 4 . 4 3 9 3 4  
- 4 . 4 1 8 5 8  
- 4 . 4 1 8 4 5  
- 4 . 4 1 8 3 6  
- 4 . 4 1 8 1 3
- 3 . 8 2 7 0 0  
- 4 . 2 3 2 8 4  
- 4 . 2 7 2 6 9  
- 4 . 2 8 1 2 5  
- 4 . 2 8 1 2 5  
- 4 . 2 7 1 3 8  
- 4 . 2 7 1 1 2  
- 4 . 2 7 1 1 1  
- 4 . 2 7 0 9 4
-3 .82064 
- 4 . 2 8 7 1 6  
- 4 . 3 2 9 0 1  
- 4 . 3 4 5 0 5  
- 4 . 3 4 7 0 3  
- 4 . 3 5 0 1 2  
- 4 . 3 5 0 1 5  
- 4 . 3 5 0 1 4  
- 4 . 3 5 0 1 3
P a r a  c o n c l u i r  o e s t u d o  da c o n v e r g ê n c i a  c o m  m a l h a s  h o ­
m o g ê n e a s ,  o p r o b l e m a  é n o v a m e n t e  r e s o l v i d o  c o m  o e l e m e n t o  qu09pl 
e c o m  as d i s c r e t i z a ç o e s  i l u s t r a d a s  na Fig.5. R e s u l t a d o s  de d e s l o ­
camento, m o m e n t o s  e e s f o r ç o s  c o r t a n t e s  são m o s t r a d o s  nas T a b s . 9  a 
12.
M1-7 M1-8 M1-9 M1-10
E l e m e n t o  F i n i t o
? * T E l e m e n t o  de C o n t o r n o
F i g .5 - D i s c r e t i z a ç õ e s  do D o m í n i o  co m  o qu09p l.
T a b .9 - D e s l o c a m e n t o  Ce n t ra l.
a/h Ml -7 Ml - 8 Ml-9 M 1 -1 0
5 2 . 4 0 1 3 0 2 . 1 8 3 9 0 2 . 1 7 4 3 5 2. 17282
20 1 . 59515 1.33841 1.32937 1 . 3 2 792
40 1 .55450 1.29194 1.28 3 0 6 1 .28168
80 1. 5 4432 1.28008 1.27125 1 . 2 6 9 8 9
100 1 . 5 4 3 1 0 1 . 2 7864 1 . 2 6982 1 . 2 6 8 4 6
1E3 1 . 5 4095 1 . 2 7 6 1 2 1.26 7 3 0 1 . 2 6 5 9 4
1E4 1 . 5 4093 1. 2 7609 1 . 2 6727 1 . 2 6 5 9 2
1E5 1 .54094 1 . 2 7609 1.26727 1.26591
1E6 1 .54093 1. 2 7618 1.26717 1 . 2 6577
P l a c a  Fina: 1.265
T a b .1 0 - M o m e n t o  Cen t r a l .
a/h M l - 7 Ml - 8 Ml - 9 M l - 1 0
5 2. 7 2587 2 . 4 2 9 3 6 2 . 3 8 5 0 0 2 . 3 7 1 5 2
20 2. 6 0895 2 . 3 7 0 3 3 2 . 3 2 4 7 2 2. 3 1 2 3 8
40 2. 5 8 7 5 5 2 . 3 6 6 0 6 2 . 3 1 7 6 2 2. 3 0 5 1 2
80 2 . 5 8 1 3 3 2 . 3 6 5 2 3 2 . 3 1 6 3 2 2. 3 0315
100 2 . 5 8 0 5 6 2 . 3 6 5 1 4 2 . 3 1 6 2 6 2. 3 0 2 9 6
1E3 2 .57918 2.3 6495 2 . 3 1 6 1 2 2. 3 0 2 8 0
1E4 2 . 5 7 9 1 6 2 . 3 6 4 9 6 2 . 3 1 6 1 2 2. 3 0 2 7 9
1E5 2. 5 7 9 2 1 2 . 3 6495 2 . 3 1 6 1 2 2. 3 0278
1E6 2 . 5 7916 2 . 3 6 5 1 3 2 . 3 1 6 0 5 2. 3 0 2 7 6
P l a ç a  F i n a : 2 . 3 1
T a b . 1 1 - M o m e n t o  Nor m a l  no C e n t r o  do Lado.
a/h M l - 7 M l - 8 M l - 9 M l - 1 0
5 4 . 5 3 2 8 9 4 . 6 5 0 9 9 4 . 64408 4 . 63494
20 5 . 9 1 4 5 4 5 . 09371 5.  10246 5 . 0 9 3 2 4
40 6.  16732 5.  13264 5 . 13493 5 . 1 3 1 1 0
80 6 . 2 4 0 8 4 5 . 1 4 7 6 3 5 . 1 4 1 1 8 5 . 1 3 8 8 8
100 6 . 2 4 9 9 9 5 . 14978 5 . 1 4 1 1 1 5.  13956
1E3 6 . 2 6 6 2 7 5 . 1 5 3 8 3 5 . 1 3 2 7 4 5 . 13415
1E4 6 . 2 6 6 4 3 5 . 1 5 3 8 7 5 . 1 3 2 2 4 5 . 1 3 3 4 0
1E5 6 . 26633 5 . 1 5 3 8 7 5 . 1 3 2 2 4 5 . 1 3 3 3 8
1E6 6 . 2 6 6 4 3 5 . 1 5 4 2 1 5 . 1 3 2 0 7 5 . 1 3 3 9 5
P l a ç a F i n a : 5 . 1 3
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T a b . 1 2 - E s f o r ç o  C o r t a n t e  no C e n t r o  do Lado.










- 4 . 4 0 8 8 8  
- 5 . 3 2 8 0 2  
- 5 . 4 9 6 1 9  
- 5 . 5 4 5 1 0  
- 5 . 5 5 1 1 9  
- 5 . 5 6 2 0 2  
- 5 . 5 6 2 1 2  
- 5 . 5 6 2 1 8  
- 5 . 5 6 2 1 3
- 3 . 9 8 6 2 9  
- 4 . 3 5 2 3 4  
- 4 . 3 5 6 0 1  
- 4 . 3 4 6 5 7  
- 4 . 3 4 4 5 6  
- 4 . 3 4 0 2 7  
- 4 . 3 4 0 2 2  
- 4 . 3 4 0 2 2  
- 4 . 3 4 0 2 3
- 3 . 9 0 0 5 8  
- 4 . 3 7 2 0 2  
- 4 . 4 2 6 4 7  
- 4 . 4 3 6 5 4  
- 4 . 4 3 1 6 4  
- 4 . 3 5 5 2 5  
- 4 . 3 5 2 3 7  
- 4 . 3 5 2 3 3  
- 4 . 3 5 2 9 0
- 3 . 8 6 5 3 6  
- 4 . 3 4 4 8 8  
- 4 . 4 1 2 4 3  
- 4 . 4 4 2 5 5  
- 4 . 4 4 8 4 1  
- 4 . 4 0 2 3 1  
-4. 39209 
- 4 . 3 9 1 9 5  
- 4 . 3 9 2 8 5
C o m  a f i n a l i d a d e  de c o m p a r a r  os r e s u l t a d o s  das t a b e l a s  
a n t e r i o r e s  (Tabs.l a 12) c o m  a T e o r i a  C l á s s i c a  de P l a c a s  (CPT), a 
F i g . 6  é c o n s t r u í d a  m o s t r a n d o  a c o n v e r g ê n c i a  A  do M L G F M  e t o m a n d o  
co m o  r e f e r ê n c i a  a/-/t=1000. Nas F i g s . 7 a  a 7e m o s t r a - s e  o c o m p o r t a ­
m e n t o  do m o m e n t o  n o r m a l  e e s f o r ç o  c i s a l h a n t e  ao longo do lado da 
p l a c a . A  s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal é m a r c a n t e  p a r a  todos os e l e m e n ­







0.992 4 '9Num, Elementos





F i g . 6 b - C o n v e r g ê n c i a  A p a r a  o m o m e n t o  normal 






0.97 '4 9Num. Elementos
F i g . 6 c -  C o n v e r g ê n c i a  H  p a r a  o m o m e n t o  no r m a l  
no c e n t r o  do lado, Ma.
168
O f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  (locking) não é v e r i f i c a d o  
p a r a  n e n h u m  dos e l e m e n t o s  e a d e t e r i o r a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  p a r a  
a/-fi.= 106 pode ser a t r i b u í d a  ao mal c o n d i c i o n a m e n t o  n u m é r i c o  das 
m a t r i z e s .  N o t e  que, p a r a  e s t a  razão, a m a l h a  M l - 2  a p r e s e n t a  m e ­
lhores r e s u l t a d o s  que a Ml-3, q u a n d o  d e v e r i a  ser o c o n t r á r i o .  E n ­
t r e t a n t o ,  as t e o r i a s  de p r i m e i r a  o r d e m  p a r a  f l e x ã o  de p l a c a s  t a m ­
b é m  já são i m p r a t i c á v e i s  p a r a  a r a zão a / A = 1 0 6 .
N o v a m e n t e ,  c o m  o b j e t i v o  de c o m p a r a r  r e s u l t a d o s  p a r a  p l a ­
cas s e m i - e s p e s s a s  e e s p e s s a s ,  r a z o e s  a / A  á 100; a T a b . 1 3  é m o n t a ­
da c o m  a l g u n s  r e s u l t a d o s  r e c e n t e s  d i s p o n í v e i s  na liter a t u r a .  A 
s e m e l h a n ç a  de r e s u l t a d o s ,  M L G F M  x Série, F E M 2 e F E M 4 é n o tória.
T a b . 1 3 -  D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l .












1 . 504 
1 . 3 26
1 . 265




















F E M i - Y u a n , F . G .  
F E M 2 - D Í 1 1 ,E.H. 
F E M 3 - Y u a n ,F .G . 
F E M 4-We i s s m a n , 
F E M 5 - P e t  ro 1 i to 
B E M - S i 1 v a ,L .H . 
Sér i e - D e s h m u k h  
M L G F M - M 1-2 (4
& Mi 1 1 e r ,R .E . , 1 9 8 8 . Mal ha 6x6 e l e m e n t o s .
, 1 9 9 0 . M a l h a  40 e l e m e n t o s .
& Mi 11e r ,R .E . ,1 9 9 0 . M a  1 ha 8x8 e l e m e n t o s .
S.L. & T a y l o r ,R .L . , 1 9 9 0 . Mal ha 16x16 e l e m e n t o s  SI 
,J . , 1 9 9 0 . Ma 1 ha 4x4 e l e m e n t o s  Q3-3.
M . , 1 9 8 8 . Ma 1 ha 6 e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s .
,R .S . & A r c h e r ,R . S .,1974. 




F i g . 7a- E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do L a d o  (qu25pl).
Mn
X




F i g . 7c- E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do L a d o  (qulôpl).
M n
X




F i g . 7 e -  E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do L a d o  (qu09pl).
Mn
X
F i g . 7 f -  M o m e n t o  N or m a l  ao L o n g o  do La do  (qu09pl).
172
É i n t e r e s s a n t e  n o t a r  que a c o n v e r g ê n c i a  A  do M L G F M  p a ­
ra p l a c a s  s e m i - e s p e s s a s / e s p e s s a s  é m a i s  r á p i d a  do que p a r a  p l a c a s  
finas. Por e x e m p l o ,  p a r a  os e l e m e n t o s  qul 6 p l  e q u 2 5 p l  a s o l u ç ã o  
p a r a  d e s l o c a m e n t o  c e n t r a l  c o m  as m a l h a s  Ml-1 a M l - 6  d i f e r e m  a p e ­
nas no q u a r t o  d í g i t o  s i g n i f i c a t i v o .
O u t r o  a s p e c t o  i n t e r e s s a n t e  é a v a r i a ç ã o  do e s f o r ç o  c i sa- 
lhante p e r t o  do c a n t o  da placa. E m b o r a  as m a l h a s  u t i l i z a d a s  até 
aqui, M l - 1  a Ml - 1 0 ,  n ã o  p e r m i t a m  u m a  r e p r e s e n t a ç ã o  a d e q u a d a  da 
v a r i a ç ã o  d e s t e  e s f o r ç o  p e r t o  do canto, os r e s u l t a d o s  c e n t r a i s  
a p r e s e n t a m  ó t i m a  c o n c o r d â n c i a  c o m  os a n a l í t i c o s / n u m é r i c o s .  P a r a  
v i s u a l i z a r  e s t a  v a r i a ç ã o ,  a m a l h a  p a r a  o p r o b l e m a  é r e p r o j e t a d a  
c o m  o e l e m e n t o  q u 0 9 p l ,  c o n f o r m e  i l u s t r a d o  na F i g . 8  e os r e s u l t a ­
dos m o s t r a d o s  nas F i g s . 9 a  e 9b a p r e s e n t a m  b o a  c o n c o r d â n c i a  com 







F i g . 8 - M a l h a  P r o j e t a d a  p a r a  C a p t a r  a V a r i a ç ã o  de Q p e r t o  do Canto.
U m a  o u t r a  d ú v i d a  r e l e v a n t e  é c o m  r e l a ç ã o  a d i s t o r ç ã o  
dos e l e m e n t o s :  P a r a  m a l h a s  d i s t o r c i d a s  ( e l e m e n t o s  d i s t o r c i d o s )  o 




F i g .9 a - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do Lado.
Mn*
F i g . 9b- M o m e n t o  No r m a l  ao L o n g o  do Lado.
174
E l e m e n t o s  f i n i t o s  com f o r m u l a ç õ e s  ma i s  r e c e n t e s  (ANS- 
MITC) c o n t o r n a m  c o m  e f i c i ê n c i a  o p r o b l e m a  do t r a v a m e n t o  (locking) 
e m o d o s  e s p ú r i o s ,  porém, a s e n s i b i l i d a d e  do e s f o r ç o  c o r t a n t e  com 
r e l a ç ã o  à d i s t o r ç ã o  da m a l h a  a i n d a  é u m  p r o b l e m a  a ser r e s o lvido. 
Es t e  p r o b l e m a  é c a r a c t e r i z a d o  p e l a  o s c i l a ç ã o  do e s f o r ç o  c i s a l h a n -  
te ao r e d o r  da s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  e, s e g u n d o  D o n e a  & B e l y s t c h k o ,  
1989, e s t á  a s s o c i a d o  c o m  a v i o l a ç ã o  da c o n d i ç ã o  de 
B a b u s k a - B r e z z i . R e c e n t e m e n t e ,  F r a n c a  & H u g h e s , 1990, d e m o n s t r a r a m ,  
c o m  u s o  de p r i n c í p i o s  v a r i a c i o n a i s  h í b r i d o s  e m í n i m o s  q u a d r a d o s ,  
que e l e m e n t o s  de a l t a  o r d e m  são p o u c o  s e n s í v e i s  à d i s t o r ç ã o .  A i n ­
da, A k h t a r  & B a su, 1991, t a m b é m  m o s t r a m  que o f e n ô m e n o  do t r a v a ­
m e n t o  ( l o c k i n g )  n ã o  e s t á  p r e s e n t e  n e s t e s  e l e m e n t o s .
N a  t e n t a t i v a  de d e m o n s t r a r  tais r e s u l t a d o s  n a  p r ática, 
o p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  n o v a m e n t e  com a d i s c r e t i z a ç ã o  de 1/4 do 
d o m í n i o  e c o m  u s o  das m a l h a s  d i s t o r c i d a s  m o s t r a d a s  na F i g .10. R e ­
s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o ,  m o m e n t o s  e e s f o r ç o s  c i s a l h a n t e s  e stão 
m o s t r a d o s  nas T a b s . 1 4  a 17.
P a r a  d e s l o c a m e n t o s ,  m e s m o  p a r a  pl a c a s  finas, todos os 
e l e m e n t o s  a p r e s e n t a m  ó t i m o s  r e s u l t a d o s .  E n t r e t a n t o ,  n a ^ m e d i d a  em 
que a r a z ã o  a /A  cresce, a d e t e r i o r a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  do e s f o r ç o  
c o r t a n t e  é b a s t a n t e  v i s í v e l .
De a c o r d o  c o m  as e x p e c t a t i v a s ,  o e l e m e n t o  de o r d e m  
q u a t r o  ( q u25pl) é o que a p r e s e n t a  m e l h o r e s  r e s u l t a d o s  c o m  r e l a ç ã o  
à d i s t o r ç ã o ,  como m o s t r a  as T a b s . 1 6  e 17 e F i g s . l O a  a lld.
C-D
Malha Elemento 
M 1-11 qu25pi 




F i g .10 - D o m í n i o  e D i s c r e t i z a ç ã o  U t i l iz ad a.
T a b .14 - D e s 1o c a m e n t o  C en tr a l .









2 . 1 7 1 1 9  
1 .32722 
1 .28101 




1 . 2 6 5 3 2








2 . 17481 
1 .32954 
1 . 2 8302 
1.27077 
1 . 2 6915 
1.26557 
1 . 2 6209 
1 . 2 5568
P 1a c a  F i n a :1.265
T a b .15 - M o m e n t o  C e n t r a l .
a/h M l - 1 1 M l - 1 2 M l - 1 3
5 2 . 3 5 7 6 2 2 . 3 5 6 8 9 2. 39023
20 2 . 2 9 9 7 9 2 . 2 9 8 6 9 2 . 3 5 7 0 6
40 2 . 2 9 2 4 0 2 . 3 0 3 0 7 2 . 7 5 6 5 8
80 2 . 2 8 9 5 7 2 . 3 0 6 9 8 2 . 7 5 6 5 8
100 2 . 2 8 9 1 8 2 . 3 0 7 2 3 2 . 8 9 9 4 3
250 2 . 2 8 7 5 3 2 . 2 9 4 1 2 3 . 9 4 0 3 7
500 2 . 2 8 4 0 7 2 . 2 6 5 7 0 6 . 0 3 1 1 9
1E3 2 . 2 6 8 0 9 2 . 3 4 9 7 9 0. 10592
P l a c a  F i n a : 2 31
T a b .16 - M o m e n t o  Nor m a l  no C e n t r o  do Lado.

























4 .6 2 4 7 8
4 .62491
5 .0 7 8 9 9











5. 2 0 9 1  1 
5 . 1 3 3 6 9
4 . 6 2 7 8 6  
4 . 6 2 5 7 9  
5 . 0 8 1 4 7  












5 .0 8 3 4 8
64541 
6 5 8 0 6  
0 7 7 3 1 
11924 









7 . 2 9 2 6 5  
-2.5 95 40 













P l a c a  F i n a : 5 . 1 3
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T a b . 1 7 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no C e n t r o  do Lado.
a / h P t o M 1 - 1 1 M l - 1 2 M l - 1 3
C A -3  .82038 -3 .81278 - 3 . 8 4 6 7 2J B -3 .82064 - 3 . 8 1 9 1 1 - 3 . 9 3 3 3 2
20 A - 4 . 2 7 9 6 6 -4. 16356 - 3 . 4 2 6 2 2B - 4 . 2 8 5 2 1 - 4 . 2 8 8 5 2 - 4 . 5 0 3 9 1
40 A - 4 . 3 2 9 8 4 - 4 . 1 8 4 6 6 - í . 2 8 4 Õ ÕB - 4 . 3 4 5 3 5 - 4 . 3 3 5 8 6 - 4 . 8 3 5 5 7
80 A - 4 . 3 2 8 8 5 - 4 . 0 0 1 8 0 4 . Í65ÕÕB - 4 . 3 6 4 0 2 - 4 . 3 6 0 0 9 - 6 . 0 2 5 0 8
100 A - 4 . 3 2 0 6 3 - 3 . 8 8 1 7 7 7 . 0 7 9 6 7B - 4 . 3 6 6 6 4 - 4 . 3 6 7 7 8 - 5 . 0 7 3 9 6
250 A - 4 . 1 9 5 8 4 - 2 . 3 1 2 4 3 3 2 . 8 0 1 6 6B - 4 . 3 7 3 7 7 - 4 . 4 2 6 7 2 - 2 0 . 8 9 0 5 6
500 A - 3 . 8 Õ Í Í 5 2 . 1 3 9 0 7 9 1 . 8 8 5 6 8B - 4 . 3 8 6 1 2 - 4 . 6 0 7 9 3 - 6 1 . 6 2 4 1 5
1E3 A - 2 . 7 3 8 2 5 11. 5 2 2 9 3 2 0 9 . 5 1 2 3 2B - 4 . 4 2 8 0 7 - 5 . 1 8 7 1 3 - 1 4 5 . 5 9 3 5 5
Mn*
X,Y




F i g . l O b - M o m e n t o  N o r m a l  ao L o n g o  do Lado,- a/VÍ=100.
Mn*
X,Y




F i g . l O d - M o m e n t o  N o r m a l  ao L o n g o  do Lado, a /A = 5 0 0 .
Q*
X,Y




F i g . 1 l b - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do Lado, a / Â = 1 0 0
Q*
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5X,Y




F i g . 1 l d - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  ao L o n g o  do Lado, a//l=500
5 . 7 . 2 - P L A C A  S I M P L E S M E N T E  A P O I A D A .
De m a n e i r a  a n á l o g a  ao r e a l i z a d o  p a r a  o p r o b l e m a  a n t e ­
rior, o p r ó x i m o  o b j e t i v o  é d e t e r m i n a r  a c o n v e r g ê n c i a  ã e a s e n s i ­
b i l i d a d e  c o m  r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  da m a l h a  p a r a  as p l a c a s  s i m p l e s ­
m e n t e  a p o i a d a s  em  t o d o s  os lados.
S e j a  a p l a c a  q u a d r a d a ,  de lado "a", s i m p l e s m e n t e  
a p o i a d a  e m  t odos os lados e s u b m e t i d a  ao c a r r e g a m e n t o  e x t e r n o  
u n i f o r m e m e n t e  d i s t r i b u í d o  e c o n s t a n t e ,  q ( x , y ) . D e v i d o  a s i m e t r i a  
do p r o b l e m a ,  a p e n a s  1/4 do d o m í n i o  é d i s c r e t i z a d o  com as m a l h a s  
M2-1 a M2 - 1 0 ,  iguais às m a l h a s  Ml-1 a Ml-10, r e s p e c t i v a m e n t e .
Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  o e l e m e n t o  qu 2 5 p l  são os 
m o s t r a d o s  nas T a b s . 1 8  a 21.
T a b .1 8 - D e s l o c a m e n t o  Ce n tr al .
a/h M2- 1 M 2 - 2 M2- 3
5 4 . 9 0 4 2 3 4 . 90431 4 . 9 0 4 3 1
20 4. 11375 4 . 1 1 4 9 7 4 . 1 1 4 9 7
40 4 . 0 7 3 7 7 4 . 0 7 5 4 9 4 . 0 7 5 5 1
80 4 . 0 6 3 7 0 4. 0 6 5 6 1 4 . 0 6 5 6 4
100 4 . 0 6 2 4 9 4 . 0 6 4 4 3 4 . 0 6 4 4 5
1E3 4 . 0 6 0 3 5 4 . 0 6 2 3 4 4 . 0 6 2 3 7
1E4 4 . 0 6 0 3 3 4 . 0 6 2 3 2 4 . 0 6 2 3 5
1E5 4 . 0 6 0 3 1 4 . 0 6 2 4 1 4 . 0 6 2 3 3
1E6 4 . 0 5 9 9 0 4 . 0 6 4 3 0 4 . 0 4 2 2 5
P l a c a  F i n a  : 4 0624
T a b .19 - M o m e n t o  N o r m a l  C e n t r a l
a/h M2-1 M 2 - 2 M 2 - 3
5 4 . 79147 4 . 7 8 9 0 0 4 . 7 8 8 7 2
20 4 . 75796 4 . 7 8 7 8 5 4. 7 8 860
40 4 . 7 3 9 8 3 4 . 7 8 6 2 6 4 . 7 8 8 3 5
80 4 . 7 3 2 1 0 4 . 7 8 4 9 6 4 . 7 8 8 0 3
100 4 . 7 3 1 0 1 4 . 7 8 4 7 1 4 . 7 8 7 9 6
1E3 4 . 7 2 8 9 9 4 . 7 8 4 2 1 4 . 7 8 7 7 6
1E4 4 . 7 2 8 9 7 4 . 7 8 4 2 1 4 . 7 8 7 7 5
1E5 4 . 7 2 8 9 5 4 . 7 8 4 2 9 4 . 7 8 8 1 0
1E6 4 . 7 3 0 3 7 4 . 7 9 2 9 8 4 . 7 5 6 8 3
P l a c a  F i n a : 4 7887
T a b .2 0 - M o m e n t o  N o r m a l  no C a n t o
a/h M 2 -  1 M 2 -  2 M2-3
5 3 . 25507 3 . 2 5 0 0 0 3 . 24907
20 3 . 2 3 8 3 5 3 . 2 4 6 8 4 3 . 24825
40 3 . 2 3 2 9 5 3 . 2 4 3 8 2 3 . 2 4 702
80 3 . 2 3 1 0 3 3 . 2 4 1 7 4 3 . 2 4576
100 3 . 2 3 0 7 7 3 . 2 4 1 3 8 3 . 24548
1E3 3 . 2 3 0 3 2 3 . 2 4 0 6 4 3 . 24481
1E4 3.23 0 3 1 3 . 2 4 0 6 3 3 . 2 4480
1E5 3 . 2 3 0 3 0 3 . 2 4 0 7 0 3 . 2 4479
1E6 3 . 2 2 9 3 6 3 . 2 3 9 7 6 3 . 2 3234
P 1 a c a F  i na : 3.25
T a b .21- E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no 
C e n t r o  do Lado.
a/h M2 - 1 M 2 - 2 M 2 - 3
5 - 3 . 3 5 3 7 9 - 3 . 3 7 5 5 0 -3 . 3 7650
20 -3 .31632 -3 .37514 - 3 . 3 7 6 4 8
40 - 3 . 2 7 1 7 0 -3 .37287 - 3 . 3 7 6 3 2
80 - 3 . 2 4 9 0 2 - 3 . 3 6 9 3 9 - 3 . 3 7 5 8 9
100 - 3 . 2 4 5 6 7 - 3 . 3 6 8 6 0 - 3 . 3 7 5 7 4
1E3 - 3 . 2 3 9 3 7 - 3 . 3 6 6 8 5 - 3 . 3 7 5 3 0
1E4 - 3 . 2 3 9 3 1 - 3 . 3 6 6 8 4 - 3 . 3 7 5 2 9
1E5 -3 . 23932 - 3 . 3 6 6 9 4 - 3 . 3 7 5 4 9
1E6 -3 . 23946 - 3 . 3 6 8 5 2 - 3 . 3 7 9 3 2
P l a c a  F i n a : - 3 3765
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P a r a  o e l e m e n t o  qu l õ p l  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  são os 
m o s t r a d o s  nas T a b s . 2 2  a 25.
T a b .2 2 - D e s l o c a m e n t o  Ce n t r a l .
a/h M 2 - 4 M2 - 5 M 2 - 6
5 4 . 9 0 9 3 4 4. 9 0 4 3 6 4 . 90437
20 4 . 1 5 6 1 3 4 . 1 1 6 0 6 4. 1 1497
40 4 . 1 2 9 6 5 4 . 0 7 7 6 0 4 . 0 7 5 5 0
80 4 . 1 2 4 3 2 4 . 0 6 8 3 3 4 . 0 6 5 6 3
100 4 . 1 2 3 7 2 4 . 0 6 7 2 4 4 . 0 6 4 4 5
1E3 4 . 1 2271 4 . 0 6 5 3 4 4 . 0 6 2 3 6
1E4 4 . 1 2 2 7 0 4 . 0 6 5 3 3 4 . 0 6 2 3 4
1E5 4. 12271 4 . 0 6 5 3 3 4 . 0 6 2 3 0
1E6 4 . 1 2 2 7 2 4 . 0 5 5 5 4
P l a c a  F i n a : 4 06 2 4
T a b .2 3 - M o m e n t o  N o r m a l  C e n t r a l .
a/h M 2 - 4 M 2 - 5 M 2 - 6
5 4. 79361 4. 78755 4. 78827
20 4 .97861 4. 79453 4 . 7 8 8 2 7
40 5 . 0 4 4 3 8 4 . 8 0 1 3 6 4 . 7 8 8 2 7
80 5 . 0 6 7 0 6 4 . 80551 4 . 78827.
100 5 . 0 7 0 0 1 4 . 8 0 6 1 7 4 . 7 8 8 2 7
1E3 5 .07533 4 . 8 0 7 4 6 4 . 7 8 8 2 7
1E4 5 . 0 7 5 8 5 4 . 8 0 7 4 8 4 . 7 8 8 2 7
1E5 5 . 0 7 5 4 0 4 . 8 0 7 4 8 4 . 7 8 8 2 1
1E6 5 . 0 7 5 1 7 4 . 7 8 0 7 8
P l a c a  F i n a : 4 7887
T a b .2 4 - M o m e n t o  N o r m a l  no Canto.
a/h M2-4 M2-5 M 2 - 6
5 3 . 23424 3 . 2 5 6 5 5 3 . 2 5 5 8 7
20 3 . 1 3 4 1 8 3 . 2 4 0 2 6 3 . 2 5 5 6 6
40 3. 10787 3 . 2 3 1 0 0 3 . 2 5 5 6 3
80 3 . 09917 3 . 2 2 6 3 4 3 . 2 5 5 6 9
100 3.09 8 0 5 3 . 2 2 5 6 4 3 . 2 5 5 7 3
1E3 3 . 0 9 6 0 3 3 . 2 2 4 3 0 3 . 2 5 6 0 5
1E4 3 . 09601 3 . 2 2 4 2 9 3 .25606
1E5 3 . 0 9600 3 .22429 3 .25602
1E6 3 .09604 3.25 158
P l a c a  Fina: 3 . 25
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T a b .2 5 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no 
C e n t r o  do Lado.
a/ h M 2 - 4 M2-5 M2 - 6
3 - 3 . 4 2 8 5 5 - 3 . 3 7 4 0 7 - 3 . 3 7 2 4 7
20 - 3 . 6 1 9 5 2 - 3 . 3 7 9 6 2 - 3 . 3 7 2 4 9
40 - 3 . 7 1 4 7 5 - 3 . 3 8 1 1 6 - 3 . 3 7 2 4 3
80 - 3 . 7 4 9 7 9 - 3 . 3 8 0 0 5 - 3 . 3 7 2 2 8
100 - 3 . 7 5 4 4 3 - 3 . 3 7 9 7 5 -3 . 37231
1E3 - 3 . 7 6 2 8 7 - 3 . 3 7 9 1 0 - 3 . 3 7 3 7 0
1E4 - 3 . 7 6 2 9 6 - 3 . 3 7 9 0 9 - 3 . 3 7 3 7 9
1E5 - 3 . 7 6 2 9 7 - 3 . 3 7 9 0 9 - 3 . 3 7 3 8 6
1E6 -3 . 7 6 427 - 3 . 3 7 0 1 5
P l a c a  F i n a : - 3 3765
P a r a  o e l e m e n t o  q u 0 9 p l  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  são os 
m o s t r a d o s  nas T a b s .26 a 29.
T a b .2 6 - D e s 1o c a m e n t o  C e n t r a l .
a/h M 2 -  7 M2 - 8 M2 - 9 M2- 10
5 5 . 0 5 1 3 8 4 .91191 4 . 9 0 5 7 5 4 . 9 0 476
20 4 . 2 4 7 4 4 4 . 12175 4. 11 625_ . 4 . 1 1 5 3 7
40 4 .20722 4 . 0 8224 4 . 0 7 6 7 8 4 . 0 7 5 9 0
80 4 . 19717 4 .07236 4 . 0 6 6 9 1 4 . 0 6 6 0 4
100 4 . 19596 4 .07117 4 . 0 6 5 7 3 4 . 0 6 4 8 5
1E3 4 .19384 4 .06908 4 . 0 6 3 6 4 4 . 0 6 2 7 7
1E4 4 .19382 4 . 0 6 9 0 6 4 . 0 6 3 6 2 4 . 0 6 2 7 5
1E5 4 .19382 4 . 0 6906 4 . 0 6 3 6 2 4 . 0 6 2 6 9
1E6 4 .19386 4 . 06861 4 . 0 6 2 8 7 4 . 0 6 1 2 6
P l a c a  F i n a : 4 . 0 6 2 4
T a b .2 7 - M o m e n t o  No r m a l  C e n t r a l .
a/h M 2 - 7 M2-8 M2 - 9 M2- 1 0
3 4 .9755 1 4 .82702 4 . 8 0 333 4 . 7 9 6 0 4
20 4 .97081 4 . 82671 4 . 8 0 3 2 9 4 . 7 9 6 0 3
40 4 .97033 4 .82652 4 . 8 0 3 2 5 4 . 7 9 6 0 2
80 4 .9 7 0 2 0 4 .82640 4. 8 0 3 2 1 4 . 7 9 6 0 0
100 4 .9 7 0 1 9 4 .82639 4 . 8 0 3 2 0 4 . 7 9 6 0 0
1E3 4 .9 7 0 1 6 4 .82635 4 . 80318 4 . 7 9 5 9 8
1E4 4 .9 7 0 1 6 4 .82635 4. 803 18 4 . 7 9 5 9 8
1E5 4 .9 7 0 1 6 4 .82634 4 . 803 18 4 . 7 9 5 9 1
1E6 4 .9 7 0 1 2 4 .82629 4.80 195 4 . 7 9 4 5 6
P l a c a  F i n a : 4 . 7 8 8 7
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T a b .2 8 - M o m e n t o  N o r m a l  no Canto.
a/h M 2 -  7 M 2 - 8 M2- 9 M2- 1 0
5 3 . 6 7957 3 .33082 3 . 2 8984 3 . 27503
20 3 . 7 6 4 0 4 3 . 3 6 5 5 2 3 . 29883 3 . 2 7 8 4 0
40 3 . 7 7 2 5 6 3 . 3 8 8 2 7 3 . 30974 3 . 2 8 298
80 3 . 7 7 4 8 3 3 . 3 9 9 4 3 3 . 3 2 1 2 7 3 . 2 8 987
100 3 . 7 7 5 1 1 3 . 4 0 1 0 8 3 . 3 2 3 8 8 3. 29217
1E3 3 . 7 7559 3 . 4 0 4 1 9 3 . 3 3010 3 . 3 0 0 1 6
1E4 3 . 7 7559 3 . 4 0 4 2 2 3 . 3 3 0 1 8 3 . 3 0 029
1E5 3 . 7 7 559 3 . 4 0 4 2 2 3 .33018 3 . 3 0 0 2 6
1E6 3 .77575 3 . 4 0 4 2 8 3 . 3 2 9 7 5 3 . 2 9 9 6 6
P 1a c a  F i n a :3.25
T a b .2 9 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no C e n t r o  do Lado.
a/h M 2 -  7 M 2 - 8 M 2 - 9 M2- 1 0
5 -3 . 9 3215 - 3 . 5 3 3 1 6 - 3 . 4 3 2 8 7 -3 . 4 0 3 5 0
20 - 3 . 8 6 9 2 7 -3 . 5 0 479 - 3 . 4 3 1 8 0 -3 . 4 0 4 1 0
40 - 3 . 8 6 2 9 2 -3 . 47973 - 3 . 4 2 2 7 8 - 3 . 4 0 3 3 0
80 -3 .86124 - 3 . 4 6 6 2 4 - 3 . 4 0 9 2 9 - 3 . 3 9 7 4 5
100 - 3 . 8 6 1 0 3 - 3 . 4 6 4 1 7 - 3 . 4 0 5 8 8 - 3 . 3 9 4 8 1
1E3 - 3 . 8 6 0 6 7 - 3 . 4 6 0 1 8 - 3 . 3 9 6 9 7 - 3 . 3 8 3 9 9
1E4 - 3 . 8 6 0 6 6 -3 .46013 - 3 . 3 9 6 8 4 - 3 . 3 8 3 7 7
1E5 - 3 . 8 6 0 6 6 - 3 . 4 6 0 1 3 - 3 . 3 9 6 7 8 - 3 . 3 8 3 7 5
1E6 - 3 . 8 6 0 8 2 -3 . 46013 - 3 . 3 9 5 2 7 - 3 . 3 8 7 5 2
P l a c a  F i n a : - 3 . 3 7 6 5
N o v a m e n t e ,  a s u p e r c o n v e r g è n c i a  de r e s u l t a d o s  n o d a i s  é 
n o t ó r i a ,  t a n t o  p a r a  d e s l o c a m e n t o s  co m o  pa r a  e s f o r ç o s .  Nas 
F i g s . l 2 a  a 12d m o s t r a - s e  a c o n v e r g ê n c i a  A  pa r a  o d e s l o c a m e n t o  
c en t r a l ,  m o m e n t o  no r m a l  e e s f o r ç o  c i s a l h a n t e  p a r a  c a d a  um  dos 
e l e m e n t o s  u t i l i z a d o s  na aná l i s e .
P a r a  v e r i f i c a ç ã o  d e s s e s  r e s u l t a d o s  de p l a c a s  s e mi- 
e s p e s s a s / e s p e s s a s  s i m p l e s m e n t e  a p o i a d a ,  t o m a - s e  como r e f e r ê n c i a  
os v a l o r e s  da T a b . 30, c o l e t a d o s  de s o l u ç õ e s  em s é r i e  e e l e m e n t o s  
f i n i t o s  r e c e n t e m e n t e  p u b l i c a d o  na litera t u r a ,  ó t i m a  c o n c o r d â n c i a  
de v a l o r e s  é o b s e r v a d a .
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T a b .3 0 - D e s l o c a m e n t o  Ce n t r a l .
a/h FEMi FEM2 FEM3 FEM4 FEMs Sér i ei Sér i e 2
5 4 . 1 0 0 7 4. 1 1 8 1 5.4965 4 . 7 5 6 4
10 4 . 0 7 4 3 4 .275 4 . 0 7 7 8 5 . 5 4 6 0 4 . 2 4 9 0 5. 4 0 2 8 4 . 2 3 5 3
20 4 . 0 6 5 1 4 . 0 6 5 9 4 . 1 1 1 7 4 . 2 8 3 5 4 . 1 0 3 4
50 4 . 0 5 4 9 4 . 0 5 9 5 4 . 1 3 9 3
80 4.1 0 8 5
100 4 . 0 5 4 0 4 . 0 6 6 4 . 0 5 6 7 4 . 0 6 7 2 4 . 0 6 4 5 4 . 0 6 0 4
S é r i e 2 - V o y i a d j i s ,G .Z . a t . ali., 1985. 
O u t r a s  R e f e r ê n c i a s  iguais à T a b . 13
w /wa
Num. Elementos












F i g .12 b - C o n v e r g ê n c ia A p a r a  o m o m e n t o  n o r m a l  no c a n t o  da placa.
1.06
1.04






F i g .12 c - C o n v e r g ê n c ia A p a r a  m o m e n t o  n o r m a l  no c e n t r o  da placa.
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Q/Qa
— —  qu25pl 
qul6pl 
~ s ~  qu09pl
Fig. 1 2 d - C o n v e r g ê n c i a  A p a r a  a f o r ç a  c i s a l h a n t e  rio c e n t r o  do lado.
N o v a m e n t e ,  a e t a p a  final de a n á l i s e  do p r o b l e m a  é o 
t e ste da s e n s i b i l i d a d e  com r e l a ç ã o  à d i s t o r s ã o  do e l e m e n t o  e são 
u t i l i z a d a s  as m a l h a s  M 2 - 1 1  a M2-13, iguais às m a l h a s  M l - 1 2  a 
Ml-14, r e s p e c t i v a m e n t e .  Os r e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o  central, 
m o m e n t o  e e s f o r ç o  c o r t a n t e  e s t ã o  m o s t r a d o s  nas T a b s . 3 1  a 34.
C o m o  e s p e r a d o ,  o e l e m e n t o  qu 2 5 p l  é o que a p r e s e n t a  
m e l h o r  c a p a c i d a d e  de a s s i m i l a r  a d i s t o r s ã o  dos e l e m e n t o s  sem 
a l t e r a ç õ e s  s i g n i f i c a t i v a s  nos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com m a l h a  
h o m o g ê n e a .
T a b .31 -D e s l o c a m e n t o  Ce nt ra l .
a /h M 2 -  1 1 M2- 1 2 M 2 -  1 3
5 4 . 9 0 6 2 4 4 . 9 0 4 3 1 4. 90431
20 4 . 1 1 6 6 8 4 . 1 1 4 9 5 4. 1 1 4 9 7
40 4 . 0 7 7 0 5 4 . 0 7 5 4 8 4 . 0 7 5 5 1
80 4 . 0 6 6 9 9 4 . 0 6 5 6 2 4 . 0 6 5 6 4
100 4 . 0 6 5 7 6 4 . 0 6 4 4 4 4. 0 6 4 4 5
250 4 . 0 6 3 8 7 4 . 0 6 2 6 7 4 . 0 6 2 6 8
500 4 . 0 6 3 5 9 4 . 0 6 2 4 2 4 . 0 6 2 4 3
1E3 4 . 0 6 3 5 2 4 . 0 6 2 3 7
P 1 a c a  F i n a : 4 0624
T a b .3 2 - M o m e n t o  Ce n t r a l .
a/h M 2 -  11 M 2 -  1 2 M2- 13
5 4 . 8 0 9 4 3 4. 78825 4 . 78872
20 4 . 8 3 2 1 1 4 . 7 8 7 9 5 4. 7 8859
40 4 . 9 0 9 3 6 4 . 7 8 5 0 7 4 . 7 8 8 3 2
80 5 . 0 8 3 9 3 4 . 7 7 1 3 5 4 . 7 8 7 9 5
100 5 . 1 5 2 1 3 4 . 7 6 2 8 5 4 . 7 8 7 8 3
250 5 . 3 5 4 7 4 4 . 7 0 0 9 9 4 . 7 8 7 2 8
500 5 . 4 0 2 3 4 4 . 6 1 5 4 1 4 . 7 8 5 8 4
1E3 5 . 4 1 4 5 5 4 . 7 7 9 2 4
P l a ç a  F i n a : 4 7887
T a b .3 3 - M o m e n t o  N o r m a l  no Canto.
a/h Pt o U2-1 1 M2- 1 2 M2- 1 3
C C 3 .29545 3 . 25639 3 .25014O D 3 .28 307 3 .25217 3 .24757
20 C 3 .3 0 4 9 2 3 .25534 3 .24986D 3 .3 6 5 7 9 3 .24653 3 .24706
40 C j .3 6 2 6 9 3 .25407 3 .24942D 3 .5 3 6 5 0 3 .23356 3 .24593
80 C 3 .5 Ï24Ï 3 .25378 J .24888D 3 .6 2 0 3 2 3 .19990 -%J .32409
100 C 3 .5 7 8 ï Ö 3 .25 424
■*sJ .24870
D 3 .5 8 1 8 8 3 .18177 3 .24134
250 C 3 .80371 3 2 7 2 7 2 3 .24791D o .3 2 5 0 6 3 .05147 3 .21830










P 1 aca F i n a : 3 . 25
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T a b .3 4 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no 
C e n t r o  do Lado.
a/h P t o M 2 - 1  1 M 2 - 1 2 M 2-13
c A - 3 . 3 9 3 4 4 - 3 . 3 7 0 6 7 -3 .37641
B - 3 . 4 5 3 6 6 - 3 . 3 7 5 6 8 - 3 . 3 7 6 5 3
20 A - 2 . 9 8 1S 3 - 3 . 3 1 1 8 8 -3 . 375 í ÕB - 3 . 5 0 3 4 2 - 3 . 3 7 9 1 4 - 3 . 3 7 6 5 0
40 A - 2 . 2 8 3 ê 2 - 3 . 1 4 1 2 2 -3 .37172B - 3 . 6 5 1 9 6 - 3 . 3 9 0 1 4 - 3 . 3 7 6 1 9
80 A - 1 . 3 1 7 0 3 - 2 . 6 2 4 2 3 - 3 ". 3 6 3 17B - 4 . 0 5 5 6 6 - 3 . 4 3 3 8 9 - 3 . 3 7 5 7 8
100 A - í .05653 - 2 . 3 2 5 0 2 - 3 . 3 5 8 0 3B - 4 . 2 2 9 3 2 - 3 . 4 6 9 2 3 - 3 . 3 7 5 8 2
250 A - Õ . 5 5415 - 2 . 8 4 7 8 4 -3 . 29262B - 4 . 7 2 1 3 8 - 4 . 1 1 3 2 7 -3 .37879
500 A - Õ . 5 3 454 3 . 0 9 4 6 1 - 3 . 0 8 9 8 9B - 4 . 7 9 0 6 8 - 5 . 8 7 8 7 7 - 3 . 3 9 1 0 2
1E3 ÀB
- 0 . 5 5 1 1 4  
- 4 . 7 9 4 3 4
- 2 . 5 4 7 1 4  
- 3 . 4 4 0 9 6
P l a c a  F i n a : - 3 . 3 7 6 5
5 . 7 . 3 - V I G A  E M  B A L A N Ç O .
O p r o b l e m a  d a  f l e x ã o  de v i g a s  em b a l a n ç o  se r á  r e s o l v i d o  
c o m  os e l e m e n t o s  de p l a c a  (qu09pl, q u l ó p l  e q u 2 5 p l )  com a f i n a l i ­
da d e  de t e s t a r  a r e s p o s t a  c o m  r e l a ç ã o  à r a z ã o  de a s p e c t o  e n t r e  os 
lados dos e l e m e n t o s  e sua c a p a c i d a d e  de a s s i m i l a r  a d i s t o r s ã o  da 
m a l h a  s e m  a l t e r a r  os r e s u l t a d o s  da m a l h a  h o m o g ê n e a .
A v i g a  c o n s i d e r a d a  é a i l u s t r a d a  na F i g . 1 3  e é s u b m e t i d a  
ao c a r r e g a m e n t o  u n i f o r m e n t e  d i s t r i b u í d o ,  <?(x,y). A s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a  p a r a  o d e s l o c a m e n t o  na sua e x t r e m i d a d e  livre é:
5 = [ l + 2 E ( Â / £ ) 2/5G]
on d e  Z, A, I, E e G r e p r e s e n t a m  c o m p r i m e n t o ,  e s p e s s u r a ,  m o m e n t o  
de inércia, M ó d u l o  de Y o u n g  e M ó d u l o  de C i s a 1h a m e n t o , r e s p e c t i v a ­
m e n t e  .
U t i l i z a m - s e  as m a l h a s  M3-1, M 3 - 2  e M3-3, i l u s t r a d a s  na 
Fig.14, j u s t a m e n t e  p a r a  t e s t a r  a c a p a c i d a d e  de d i s t o r s ã o  dos e l e ­
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F i g .14 - D i s c r e t i z a ç õ e s  da Viga.
Os r e s u l t a d o s  p a r a  o e l e m e n t o  qu 0 9 p l  são os m o s t r a d o s  
nas T a b s . 3 5  a 37.
T a b .3 5 - D e s l o c a m e n t o  do E x t r e m o  da Viga.
L/h Pto M3-1 M 3 - 2 M3 - 3
A .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 0 9 6 1 3 8 1 5 E - 2 . 6 9 2 1 4 1 1 3 3 E - 2
10 B .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .70418 385 2E-2 . 6 6 7 4 5 3 4 1 0 E - 2
C .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 0 8 6 7 0 3 3 7 E - 2 .699298 142E-2
A .7 1 4 3 4 2 8 5 7 E + 1 .68 3 5 0098 7 E + 1 . 5 8 1 8 2 7 4 1  3 E + 1
100 B .7 1 4 3 4 2 8 5 7 E + 1 .680907 2 2 2 E + 1 .5 7 4 4 0 3 1 2 2 E + 1
C .7 1 4 3 4 2 8 5 7 E + 1 .684 2 4 1 6 6 9 E + 1 . 5 8 6 1 6 2 9 7  5 E + 1
So 1 A n a litica: 7 . 2 0 E - 1  p a r a  L / h = 1 0  e
7 . 1 4 3 4 2 8 5 7 lE+0 pa r a  L/ h = l 0 0 .
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T a b .3 6 - E s f o r ço C i s a l h a n t e  no En ga st e.
L /h Pto M3- 1 M3- 2 M 3 - 3
D - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 . 4 8 9 6 3 0 1 7 2E+2 .6263 5 1 2 4 1E+2
10 E - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 -. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
F - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 -. 6 8 9 6 3 0 1 7 2 E + 2 - . 8 2 6 3 5 1 2 4 1 E + 2
D - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 1 . 1 2 7 9 3 7 9 7  9E+3 .2 2 6 2 6 7 6 3 2 E + 3
100 E - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 1 -. 10 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
F - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 1 - . 1 47 937 9 7 9 E + 3 - . 2 4 6 2 6 7 6 3 2 E + 3
Sol A n a . í t i ca : - 1 0 . OE + O .
T a b .3 7 - M o m e n t o  N o r m a l  no E n g a s t e .
L/h P t o M3-1 M 3 - 2 M 3 - 3
D - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 -. 3 6 0 0 9 6 U 3 E + 2 - . 2 0 3 1 5 3 5 8 5 E + 2
10 E -.5 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 -. 4 9 8 2 3 8 7 35E+2 - . 5 1 0 9 5 6 6 0 6 E + 2
F - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 6 4 6 9 4 8 9 4 5 E + 2 - . 7 5 3 0 1 9 9 8 8 E + 2
D - . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 2 - . 1 6 1 5 0 7 7 0 9 E + 1 . 8 2 2 2 8 5 2 8 6 E + 2
100 E - . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 2 - . 5 2 7 7 8 2 9 4 9 E + 2 -. 5 9 6 8 3 5 9 3 3 E + 2
F - . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 2 - . 8 7 2 7 1 7 4 3 1E+2 - . 1434941 5 5E+3
Sol A n a ít i c a : - 5 0 . O E + O .
Os r e s u l t a d o s  p a r a  o e l e m e n t o  qu l ó p l  são os m o s t r a d o s  
nas T a b s . 3 8  a 40.
T a b .3 8 - D e s 1o c a m e n t o  do E x t r e m o  da Viga.
L /h Pto M3- 1 M3 - 2 M3 - 3
A .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 1 9 9 6 3 4 1 7 E - 2 . 7 1 9 8 7 7  1210E- 2
10 B .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 1 9 9 9 9 7 67E-2 . 7 1 9 9 4 0 8 5 3 1 E - 2C .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 7 157E-2 . 7 2 0 0 5 7 6 3 7 4E- 2
D .7 2 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 1 5 8 0 0 E - 2 . 7 2 0 1 2 7 5 8 6 7 E - 2
A . 7 1 4 3 4 2 8 6 3 E + 1 . 71451 1 3 18E+1 . 7 1 4 4 9 2 4 8 2 7 E + 1
100 B .7 1 4 3 4 2 8 6 3 E + 1 . 7 1 4 4 0 4 2 3 0 E + 1 . 7 1 4 3 8 8 3 8 5  ÍE+IC .714 3428 6 3 E + 1 . 7 1 4 2 9 3 0 5 1 E + 1 . 7 1 4 2 9 5 7 9 3 9 E + 1
D .7 1 4 3 4 2 8 6 3 E + 1 . 7 1 4 1 3 9 8 1 0 E + 1 . 7 1 4 1 9 8 1  105E+1
Sol A n a í t i ca : 7 . 20E- p a r a  L / h = 1 0  í
7 . 1 4 3 4 2 8 5 7 lE+0 p a r a  L / h = 1 0 0 .
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T a b .3 9 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no Eng as te .
L/h P t o M3 -  1 M 3 - 2 M3 - 3
A - . 9 9 9 9 9 9 9 2 0 E + 1 .3 27 7 5 8 1 6 8 E + 1 . 2 3 9 0 5 1 2 2 5 E + 2
10 B - . 1 0 0 0 0 0 0 0 2E+2 1 3 6 3 3 8 6 1 9 E + 2 1 6 7 3 7 4 0 1 2E+2C 1 0 0 0 0 0 0 0 2 E + 2 - . 8 6 6 7 0 0 5  30E+1 - . 104430 5 20E+2
D - . 9 9 9 9 9 9 9 2 0 E + 1 1 6 3 7 4 9 8 0 6 E + 2 - . 2 2 3 6 3 7 6 4 4 E + 2
A - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 1 . 1 1 4 8 0 0 4 3 5 E + 3 . 7 0 2 4 2 8 5 4 3 E + 2
100 B - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 8 5 5 1 4 0 5 9 E + 2 - . 3 3 3 9 8 9 4 1 1E+2C 1 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 . 1 6 2 1 6 0 2 8 8 E + 2 7 0 6 7 3 9 1 0 0 E + 1
D - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 E + 1 6 7 7 9 4 3 0 9 7 E + 2 2 8 8 4 3 8 6 2 7 E + 2
Sol Ana] Í t i c a : - 1 0 . 0 E + 0 .
T a b .4 0 - M o m e n t o  N o r m a l  no Eng a s t e .
L/h P t o M3 - 1 M 3 - 2 M3- 3
A - . 4 9 9 9 9 9 9 6 0 E + 2 - . 4 8 3 9 4 7 9 1 3E+2 -. 5 4 0 0 5 6 9 8 2 E + 2
10 B -. 5 0 0 0 0 0 0 1 3 E + 2 - . 50 394 193 3E+2 -. 5 0 5 4 2 2 5 3 9 E + 2C - . 5 0 0 0 0 0 0 1 3E+2 - . 5 0 1 3 9 7 3 9 0 E + 2 - . 4 8 8 7 4 7 9 2 4E+2
D - . 4 9 9 9 9 9 9 6 0 E + 2 - . 5 0 0 0 3 4 1 1 7E+2 - . 4 7 7 4 3 1 6 2 4 E + 2
A - . 4 9 9 9 9 9 9 6 0 E + 2 - . 6 0 0 6 9 9 3 4 7 E + 2 5 0 4 2 5 3 3 5 1 E + 2
100 B 5 0 0 0 0 0 0 1 3 E + 2 - . 5 1 9 0 1 0 6 5 0 E + 2 - . 5 4 0 7 3 3 0 0 8 E + 2C - . 5 0 0 0 0 0 0 1 3 E + 2 - . 4 4 9 8 6 5 4 8 3 E + 2 - . 4 8 6 9 6 2 0 2 8E+2
D - . 4 9 9 9 9 9 9 6 0 E + 2 4 9 2 6 7 2 2 3 3 E + 2 - . 4 1 2 6 6 1 5 4 1 E + 2
Sol A n a .it i c a : - 5 0 . 0 E + 0
Os r e s u l t a d o s  p a r a  o e l e m e n t o  qu25pl são os m o s t r a d o s  
nas T a b s . 41 a 43.
T a b . 4 1 - D e s l o c a m e n t o  do E x t r e m o  da Viga.
L/h P t o M 3 -  1 M 3 - 2 M3 - 3
A . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2
10 B . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2C . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2
D .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 . 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2
E .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 .7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 2
A .7 1 4 3 4 2 8 6 1 0 E + 1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 3 1 E + 1 .7 1 4 3 4 2 8 5 6 6 E + 1
B .7 1 4 3 4 2 8 6 1 0 E + 1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 3 1  E+l .7 1 4 3 4 2 8 5 6 6 E + 1
100 C . 7 1 4 3 4 2 8 6 1 1E+1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 3 1 E + 1 .7 1 4 3 4 2 8 5 6 6 E + 1
D . 7 1 4 3 4 2 8 6 1 1E+1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 3 1 E + 1 .714 34 285 6 6 E + 1
E . 7 1 4 3 4 2 8 6 1 1 E + 1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 3 2 E + 1 . 7 1 4 3 4 2 8 5 6 6 E + 1
Sol A n a l í t i c a :  7 . 2 0 E - 2  p a r a  L / h = 1 0
7. 1 4 3 4 2 8 5 7 1 E+0 pa r a  L/h = 1 0 0 .
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T a b .4 2 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no En gas te .
L / h Pt o M3 -1 M 3 - 2 M3-3
A -. 10 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
1 n B -. 10 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 O O O O O O O O O E + 21 u C - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 1O O O O O O O O O E + 2
D -. 10 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 O O O O O O O O O E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
E - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 1 O O O O O O O O O E + 2 - . 1O O O O O O O O O E + 2
A -. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 7 E + 2 - . 9 9 9 9 9 9 9 9 8 1 E + 1 - .9 9 9 9 9  997 78E+1
B - . 10 0 0 0 0 0 0 0 4 E + 2 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 E+2 - . 9 9 9 9 9 9 9 9 9 0 E + 1
100 C - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 E + 2 - . 9 9 9 9 9 9 9 9 3 5 E + 1 - . 999999999 3 E + 1
D - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 E + 2 - . 9 9 9 9 9 9 9 9 5 6 E + 1 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 E + 2
E - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 9 9 9 9 9 9 9 8 6 0 E + 1 - . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1E+2
S o l Ana í  t i  ca : - 1 0 . O E + O .
T a b . 43-Momento Normal  no E n g a s t e .
L / h P t  o M3- 1 M3-2 M3-3
A - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
1 n B -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 21 u C - . 5 OOOOOOOOOE+2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
D - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
E - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
A -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 OOOOOOOOOE+2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
B -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E  + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
100 C - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
D -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
E -  . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2 - . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E + 2
S o l Ana i t i ca : - 5 0 . OE + O.
Novamente,  a capacidade de d i s t o r s ã o  do elemento 
q u2 5p l  é e x c e l e n t e  e e s s a  c a r a c t e r í s t i c a  é d e t e r i o r a d a  com o de­
c r é s c i m o  da ordem do e l emento .
5 . 7 . 4-PLACA S I M P LE S ME N T E  APOIADA COM CARREGAMENTO S EN O I D A L .
E s t u d a - s e  novamente uma placa quadrada,  de lado " a " ,  
s i m p l e s m e n t e  apoiada em todos  os  l ados  e s ubmet ida  ao car regamen­
to e x t e r n o  q ( x , y )  dado p o r :
q ( x , y )  = sen(7tx/a)  s i n ( 7 r y / a )
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O o b j e t i v o  d e s t e  e x e m p l o  é  a n a l i s a r  com mais d e t a l h e s  
a c o n v e r g ê n c i a  fi p a r a  p l a c a s  s e m i - e s p e s s a s / e s p e s s a s . São u t i l i z a ­
das as m a l h a s  M4-1, M 4 - 2  e M 4 - 3  p a r a  d i s c r e t i z a r  1/4 do d o mínio, 
c o n f o r m e  a F i g . 1 5 ,  e os r e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o  central, m o ­
m e n t o  e e s f o r ç o  c o r t a n t e  e s t ã o  m o s t r a d o s  nas T a b s . 4 4  a 47.
m alha de 
e lem en tos  
f in i to s
m alha  de 
e lem en tos  








F i g .15 - D i s c r e t i z a ç õ e s  do D o m í n i o .
T a b . 4 4 -  D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l  A d i m e n s i o n a l i z a d o .
a/h M4-1 M 4 - 2 M 4 - 3 S é r i e
5 3 . 1 4 4 6 6 3 . 1 4 5 9 3 3 . 1 4 5 4 8 3. 1 4 5 5 1
10 2 . 7 1 0 7 4 2 . 7 1 1 8 3 2.71 124 2 . 7 1 1 2 6
12.5 2 . 6 5 8 6 6 2 . 6 5 9 8 3 2 . 6 5 9 1 4 2 . 6 5 9 1 5
20 . 0 2 . 6 0 2 2 5 2 . 6 0 3 7 4 2. 6 0269 2 . 6 0 2 7 4
50 . 0 2.57 187 2 . 5 7 4 1 4 2 . 5 7 2 3 0 2 . 5 7 2 3 4
100 . 0 2 . 5 6 7 5 3 2 . 5 7 0 0 8 2 . 5 6 7 9 5 2 . 5 6 7 9 5
1000.0 2 . 5 6 6 1 0 2 . 5 6 8 7 7 2 . 5 6 6 5 2 2 . 5 6 6 5 7 *
S é r i e : R e d d y  (1988 (* = C P T )
T a b .4 5 - M o m e n t o  C e n t r a l .  T a b .4 6 - M o m e n t o  no C a n t o  da P l a c a




20 . 0 





3 . 3 2 2 9 6  
3 .32277 
3 . 32245 
3 . 3 2 2 3 6  
3 . 3 2 2 3 3
3 . 2 9 5 4 9  
3 . 2 9909 
3 . 3 0 1 3 5  
3 . 3 0 8 3 6  
3 . 3 2 38S 
3 . 3 2 9 3 8  
3.33 166
3 . 2 9 2 8 3  
3 . 2 9 2 9 2  
3 . 2 9 2 9 9  
3.29 3 2 1  
3 . 2 9 3 9 0  
3 . 2 9 4 2 6  
3 . 2 9 4 4 2




20 . 0 
50 . 0 









1 . 7 7 3 6 6  
1.77 3 6 9  
1 . 7 7 3 6 4  
1 . 7 7354
1 . 7 7 3 4 7
1 . 7 7348
1 . 7 7348
1 . 77293 
1 . 77295 




1 . 7 7 3 3 9
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T a b .4 7 - E s f o r ç o  C i s a l h a n t e  no 
C e n t r o  do Lado.








-1 . 6 5 742 
-1 . 6 5 2 0 2  
-1 . 64895 
-1 . 6 4 073 
- 1 . 6 2 7 4 6  
- 1 . 6 2 3 8 7  
- 1 . 6 2 2 5 1
-1 .59209 
- 1 . 5 9 4 6 2  
-1 . 59675 
-1 . 6 0437 
- 1 . 6 2 3 1 4  
- 1 . 6 2 9 9 9  
- 1 . 6 2 2 8 6
- 1 . 5 9 1 5 4  
-1 . 59155 
-1 . 59156 
-1 . 5 9166 
-1 . 59232 
- 1 . 5 9 2 7 6  
- 1 . 5 9 2 9 9
A d m i t i n d o  a s o l u ç ã o  em s é r i e  como "exata", R e d d y  
(1988), na T a b . 44 n o t a - s e  a e x c e p c i o n a l  c o n v e r g ê n c i a  de todos os 
e l e m e n t o s  p a r a  p l a c a s  s e m i - e s p e s s a s / e s p e s s a s . Por e xemplo, p a r a  
a / h = 1 0  a d i f e r e n ç a  e ntre a s o l u ç ã o  " e x a t a "  e a a p r e s e n t a d a  pelo 
q u 0 9 p l  (pior r e s u l t a d o )  e n c o n t r a - s e  no q u a r t o  d i g i t o  s i g n i f i c a t i ­
vo .
E n t r e t a n t o ,  p a r a  a r a z ã o  a / h = 1 0 0 ,  o r e s u l t a d o  do e l e ­
m e n t o  q u 0 9 p l  é m e l h o r  do que o do qulópl; r e p e t i n d o - s e  p a r a  
a / h = 1 0 0 0 .  Tal fa t o  pode ser e x p l i c a d o  p e l a  s u b - i n t e g r a ç ã o  da p a r ­
c e l a  de c i s a l h a m e n t o  e f e t u a d a  no qu09pl.
L e v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  os r e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o ,  
T a b . 44, o e l e m e n t o  qu25pl d e m o n s t r o u  ser o m e l h o r  d e n t r e  os ana-
1 i s a d o s .
5 . 7 . 5 - P L A C A  C I R C U L A R  E N G A S T A D A .
O u t r o  e x e m p l o  p a r a  t e s t a r  a c a p a c i d a d e  de d i s t o r s ã o  da 
m a l h a  é a a n á l i s e  de p l a c a s  c i r c u l a r e s .  S e j a  a p l a c a  c i r c u l a r  e n ­
g a s t a d a  de raio R, e s p e s s u r a  A e s u b m e t i d a  ao c a r r e g a m e n t o  u n i ­
forme <?(x,y) = l, c u j a  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  p a r a  o d e s l o c a m e n t o  c e n ­
tral, 6, é :
5 = 64D [ 1 + 34( 1-t») (A/R) ^
c om & é o f ator de c o r r e ç ã o  da p a r c e l a  de c i s a l h a m e n t o  ( T e o r i a  de 
M i n d l i n )  e v-0.30.
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D e v i d o  á s i m e t r i a  do p r o b l e m a ,  a p e n a s  1/4 do d o m í n i o  
s e r á  d i s c r e t i z a d a  c o m  12 e l e m e n t o s  q u 0 9 p l  e qu25pl, c o n f o r m e  a 
Fig.16.
R e s u l t a d o s  de d e s l o c a m e n t o  c e n t r a l  são m o s t r a d o s  nas 
T a b s . 4 9  e 50, de e s f o r ç o  c i s a l h a n t e  na  F i g . 1 7  e de m o m e n t o  normal 
n o  e n g a s t e  n a  F i g .18.
m alha  de e lem en tos  
f in i to s
m alha  de e lem en tos  
de c o n to rn o
F i g .16 - D i s c r e t i z a ç õ e s  do D o m í n i o -e - C o n t o r n o .
T a b .4 9 - D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l  A d i m e n s i o n a 1 i z a d o .
R / h S o l . A n a 1 í t i ca q u 0 9 p 1 qu 2 5 p l
5 1 . 182857 1 . 181965 1 . 1 8 2 8 6 7
20 1 .011428 1 .010536 -
40 1 . 0 0 2 8 5 7 1 .001858 -
50 1 .001835 - 1 . 0 0 1 8 3 6
80 1 .000714 0 . 9 9 9 6 2 4 -
100 1 . 0 0 0 4 5 7 0 . 9 9 9 3 5 0 1 . 0 0 0 4 6 7
250 1 .000073 0 . 9 9 8 9 3 5 1.0 0 0 0 8 3
500 1 .000018 0 . 9 9 8 8 7 5 1.0 0 0 0 2 5




a /h = 2 0
a /h = 4 0
a /h = 8 0
a/h=lOO
a /h = 2 5 0




a /h = 2 0
a /h = 4 0
a /h = 8 0
a/h=100
a /h = 2 5 0
a /h = 5 0 0
Nos do Engaste










F i g .18 - E s f o r ç o  C o r t a n t e  e M o m e n t o  p a r a  o qu2 5pl .
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T a b .5 0 - D e s l o c a m e n t o  C e n t r a l  A d i m e n s i o n a -  
lizado p a r a  R / h = 1 0 0  e m a l h a  com 
12 e 1e m e n t o s .
E l e m e n t o D e s l o c a m e n t o Er r o  %
q u 0 9 p 1- M L G F M  
q u 2 5 p 1- M L G F M  
M I T C 4 - F E M i  
M I T C 8 - F E M i  
M I T C 9 - F E M 1  
C R B 1 - F E M 2  
C R B 2 - F E M 2  
S I - F E M 2
0 . 9 9 9 3 5 0  
1 . 0 0 0 4 6 7  
0. 948
0 . 997 
0. 998
1 . 0 4 9 2 2 4  
1 . 133619 
0 . 9 1 4 4 9 6
0 . 1 ÍOE+O 
2 . 7 4 5 E - 4  
5 . 243 E + 0  
0 . 3 4 5 E + 0  
0 . 245 E + 0  
4 . 8 7 4 E + 0  
1. 331E+1 
8 . 5 9 2 E + 0
F E M i -  Bat h e ,  B r e z z i  & C h o . 1987. 
F E M 2 - W e i s s m a n  & T a y l o r .  1990.
C o m o  já foi c o m e n t a d o  a n t e r i o r m e n t e  e p r e v i s t o ,  a o s ­
c i l a ç ã o  do m o m e n t o  e e s f o r ç o  c i s a l h a n t e  no e n g a s t e  é b e m  v i s i v e l  
e o e l e m e n t o  q u 2 5 p l  a p r e s e n t a  m e l h o r  c a p a c i d a d e  de a b s o r v e r  as 
d i s t o r s õ e s  da  malha.
E n t r e t a n t o ,  os r e s u l t a d o s  do qu 0 9 p l  t a m b é m  p o d e m  ser 
c o n s i d e r a d o s  ótimos. N o t e  que, por ex e m p l o ,  na T a b . 50 a p e r f o r ­
m a n c e  do q u 0 9 p l  é s u p e r i o r  à de t odos os e l e m e n t o s  f i n i t o s  (mo­
d e r n o s )  t o m a d o s  c o m o  r e f e r ê n c i a s .  O e l e m e n t o  "MITC9 t a m b é m  tem 9~ 
nós, p o r é m  o e r r o  p e r c e n t u a l  em d e s l o c a m e n t o  é m a i o r  que duas v e ­
zes o e r r o  p e r c e n t u a l  o b t i d o  p e l o  qu09pl.
C o m  r e l a ç ã o  ao q u 2 5 p l , n ã o  b a s t a s s e  a p o u c a  s e n s i b i l i ­
dade à d i s t o r s ã o ,  os r e s u l t a d o s  m o s t r a d o s  na T a b . 50 são e x c e p c i o ­
nais.
4 . 7 . 6 - 0  E L E M E N T O  L I N E A R  (qu04pl).
M e s m o  a p r e s e n t a n d o  r e s u l t a d o s  r a z o á v e i s  p a r a  d e s l o c a m e n ­
tos, o e l e m e n t o  linear q u 0 4 p l  po d e  ser c o n s i d e r a d o  de b a i x a  p e r ­
f o r m ance, pois, os m o m e n t o s  e e s f o r ç o s  c o r t a n t e s  são mal r e p r e ­
s e n t a d o s .  P a r a  d e m o n s t r a r  e s t e s  fatos, o p r o b l e m a  da p l a c a  q u a ­
d r a d a  e n g a s t a d a  e s u b m e t i d a  a c a r r e g a m e n t o  e x t e r n o  u n i f o r m e  é r e ­
s o l v i d o  com m a l h a  a h o m o g ê n e a  de 4x4 e l e m e n t o s  qu 0 4 p l  ( n ú m e r o  to­
tal de nós = 25). Os r e s u l t a d o s  m o s t r a d o s  na T a b . 51 p a r a  o e l e ­
m e n t o  qu25pl são p a r a  a m a l h a  de lxl e l e m e n t o  (25 nós).
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T a b . 5 1 - C o m p a r a ç ã o : q u 0 4 p l  x q u 2 5 p l  p a r a  o 
m e s m o  n ú m e r o  de nós.
a/h R e f . Wm a x . Mc Mc 1 Qc 1
5 q u 0 4 p 1 q u 2 5 p 1
2 . 1 7 4 1 9  
2. 17119
1 .38169 
2 . 3 6 3 2 9
2 . 8 6 6 8 3
4 . 5 1 6 2 5
- 2 . 9 1 1 0 9  
-3 . 80538
100
q u 0 4 p 1 
q u 2 5 p 1 
C P T
1 . 25701 
1 . 2 5 9 5 9  
1 . 265
'Í.2Õ562 
2 . 1 7 4 4 0  
2.31
2 . 6 9 3 5 6  
5 . 0 4 4 8 8  
5.13
- 2 . 6 9  140 
- 4 . 1 5 6 8 7
M c = M o m e n t o  C e n t r a l  M c l = M o m e n t o  no C e n t r o  do L a d o  
Q c l = C o r t a n t e  no C e n t r o  do L a d o
4 . 7 . 7 - P L A C A  D E  M O R L E Y  (LOSANGO).
O e x e m p l o  final é a a n á l i s e  da p l a c a  de M o r l e y  e n g a s ­
tada, de lado "2a". e s p e s s u r a  "A" e s u b m e t i d a  ao c a r r e g a m e n t o  
c o n s t a n t e  <j(x,y), c o n f o r m e  a Fig.19.
O p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  c o m  m a l h a s  h o m o g ê n e a s  de e l e ­
m e n t o s  q u a d r á t i c o s  e os r e s u l t a d o s  c o m p a r a t i v o s  c o m  o " H e t e r o s i s "  
(Butalia; Ka n t  & D i x i t ,  1990) são m o s t r a d o s  na F i g .20, de onde 
n o t a - s e  a e x c e p c i o n a l  p e r f o r m a n c e  do M L G F M .
Ai n d a ,  na F i g .20, as s o l u ç õ e s  o b t i d a s  c o m  o " H e t e r o ­
sis" são p a r a  2a//l=100; a s o l u ç ã o  a n a l i t i c a  é a da t e o r i a  de p l a ­
cas f i nas e as s o l u ç õ e s  M L G F M - 1 0 0  e M L G F M - 5 0 0  são as o b t i d a s  com
o M L G F M  p a r a  as r a z o e s  2a/-fi.= 100 e 500, r e s p e c t i v a m e n t e .
Malha de Elementos Hn l t o s  com 4 e lementos






F i g .2 0 - C o m p a r a t  ivo M L G F M (q u 0 9 p 1)x F E M ( H e t e r o s i s ) .
4 . 8 - C O N C L U S Õ E S .
D a s  a p l i c a ç õ e s  a n t e r i o r e s  c o n c l u i - s e :
1 - M e s m o  u s a n d o  e l e m e n t o s  f i n i t o s  c o m  f o r m u l a ç õ e s  de d e s ­
l o c amento, o f e n ô m e n o  do t r a v a m e n t o  (locking) não foi v e r i f i c a d o  
p a r a  n e n h u m  dos e l e m e n t o s ;
2 - P a r a  d e s l o c a m e n t o ,  a d i s t o r s ã o  da m a l h a  não é tão s i g ­
n i f i c a t i v a  q u a n t o  p a r a  m o m e n t o s  e fo r ç a s  c i s a l h a n t e s .  C o m  o 
a c r é s c i m o  da o r d e m  do e l e m e n t o  a s e n s i b i l i d a d e  à d i s t o r s ã o  é r e ­
duzida;
3-A s u p e r c o n v e r g ê n c i a  nodal de d e s l o c a m e n t o s  e e s f o r ç o s  
é m a r c a n t e ;
4-A.s c o m p a r a ç õ e s  F E M x M L G F M  m o s t r a m  c l a r a m e n t e  a s u p e r i o ­
r i d a d e  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  o MLGFM;
5-A c o n v e r g ê n i c a  A  (pontual) pode ser c o n s i d e r a d a  e x c e p -
c i o n a  1 ;
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6 - A l é m  da p o u c a  s e n s i b i l i d a d e  à d i s t o r s ã o  p a r a  os e l e ­
m e n t o s  de o r d e m  s u p e r i o r ,  u m  a u m e n t o  na o r d e m  do e l e m e n t o  t a m b é m  
i n d i c a  u m a  s e n s í v e l  d i m i n u i ç ã o  nos e r ros p o n t u a i s  ( d e s l o c a m e n t o  e 
e s f o r ç o s ).
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CAPITULO 6 
CONCLUSÕES FINAIS E SUGESTÕES.
E m  t o d o s  os p r o b l e m a s  e s t u d a d o s  n e s t e  t r a b a l h o  ( p o t e n ­
cial, e l a s t o e s t á t i c a  e p l a c a  de M i n d l i n ) ,  duas c a r a c t e r í s t i c a s  
s e m p r e  f o r a m  o b s e r v a d a s :
1 - A s u p e r c o n v e r g ê n c i a  n o d a l  de " d e s l o c a m e n t o " '  e 
"f o rça" ( p ara os p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l  t a m b é m  v e r i f i c o u - s e  a s u ­
p e r c o n v e r g ê n c  ia na n o r m a  da e n e r g i a  do erro), e
2-0 a c r é s c i m o  da o r d e m  dos e l e m e n t o s  c o n t r i b u i  s e n s i ­
v e l m e n t e  p a r a  a r e d u ç ã o  do erro p o n t u a l  (no caso de p o t e n c i a i s ,  
u m  a c r é s c i m o  na o r d e m  do e l e m e n t o  p r o p o r c i o n a ,  pe l o  menos, uma 
r e d u ç ã o  de 10 v e z e s  no e r r o  p o n t u a l ) .
D e v i d o  a e s t e s  dois f atores, r e c o m e n d a - s e  p a r a  f u t u r o s  
t r a b a l h o s  o e s t u d o  m a t e m á t i c o  d e t a l h a d o  do M L G F M  com i n t u i t o  de 
e x p l i c a r  e s t a  s u p e r c o n v e r g ê n c  ia e i m p l e m e n t a r  v e r s õ e s  fi-adaptat i- 
vas p a r a  o m é t o d o .  P a r a  tornar a v e r s ã o  ^ - a d a p t a t i v a  a i n d a  mais 
a t r a e n t e ,  p a r a  os p r o b l e m a s  de p l a c a s  o a u m e n t o  na o r d e m  do e l e ­
m e n t o  é r e s p o n s á v e l  p e l a  d i m i n u i ç ã o  da s e n s i b i l i d a d e  com r e l a ç ã o  
à d i s t o r s â o  da malha.
A t u a l m e n t e ,  u m  dos g r a n d e s  i n c o n v e n i e n t e s  do M L G F M  é 
com r e l a ç ã o  ao tempo de p r o c e s s a m e n t o  g a s t o  na a p r o x i m a ç ã o  das 
p r o j e ç õ e s  da F u n ç ã o  de Green. N e s t e  s e ntido, o M é t o d o  H R Z  foi 
a p l i c a d o  c o m  b a s t a n t e  s u c e s s o  para os p r o b l e m a s  de p o t e n c i a l  e o
d e s e n v o l v i m e n t o  de a l g o r i t m o s  p a r a  e x p l o r a r  este fato t a m b é m  é 
a l t a m e n t e  r e c o m e n d a d o .
O u t r a  t é c n i c a  que t a m b é m  c o n t r i b u i r á  p a r a  o d e s e n v o l ­
v i m e n t o  do M L G F M  é o u s o  de s u b e s t r u t u r a s . C o m o  os v a l o r e s  de 
" f l u x o "  no d o m í n i o  são c a l c u l a d o s  c o m  as f u n ções de i n t e r p o l a ç ã o  
de e l e m e n t o s  fi n i t o s ,  c o m  o uso d e s t a  t é c n i c a  a e x p e c t a t i v a  é a 
de a u m e n t a r  s e n s i v e l m e n t e  a p r e c i s ã o  d e s t e s  cálcu l o s .
E x p l o r a n d o  o u t r a  c a r a c t e r í s t i c a  do méto d o ,  i.é, a 
a p r o x i m a ç ã o  da F u n ç ã o  de G r e e n  p a r a  os p r o b l e m a s  o n d e  não e x i s t e  
u m a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l ,  o e s t u d o  de ca s c a s  g e n é r i c a s  e dos p r o ­
b l e m a s  de n ã o  h o m o g e n e i d a d e  das p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  do m e i o  t a m ­
b é m  são ó t i m a s  r e c o m e n d a ç õ e s  p a r a  f u t u r o s  t r a b a l h o s .
P a r a  a n á l i s e  não linear r e c o m e n d a - s e ,  p r i m e i r a m e n t e ,  a 
o b t e n ç ã o  de " f o r ç a s "  p r e c i s a s  no d o m í n i o  e d e p o i s  e x p l o r a r  todos 
os a s p e c t o s  de s u p e r c o n v e r g ê n c i a  do método. E n t r e t a n t o ,  n a d a  im­
p e d e  o u s o  d e s s a  t é c n i c a  a s s o c i a d a  ao FEM p a r a  o c á l c u l o  d e s s a s  
" f o r ç a s ".
F i n a l m e n t e ,  o M L G F M  po d e  ser c o n s i d e r a d o  u m  m é t o d o  
b a s t a n t e  e f i c i e n t e  p a r a  s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  do m e i o  c o n t í n u o  e 
n o v o s  i n v e s t i m e n t o s  são n e c e s s á r i o s  p a r a  o seu a p e r f e i ç o a m e n t o  e 
p e r f e i t a  c o m p r e e n s ã o  m a t e m á t i c a .
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